
Matematická analýza I Zápo£tový test 2

1.)

Najd¥te primitivní funkci na maximálním moºném intervalu∫
sin(x)(

cos(x)− 2
) (

cos2(x) + 4
) + xex dx

�e²ení: Vyuºijme linearitu neur£itého integrálu a rozd¥lme jej na dva leh£í integrály.

I1 =

∫
sin(x)(

cos(x)− 2
) (

cos2(x) + 4
) dx

I2 =

∫
xex dx

S druhým si poradíme díky jednoduchému per partes.

I2 =

∫
xex dx =

∣∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = ex v = ex

∣∣∣∣∣ = xex −
∫

ex dx = ex (x− 1) + C

První integrál p°evedeme pomocí první v¥ty o substituci na integrál racionální funkce.

I1 =

∫
sin(x)(

cos(x)− 2
) (

cos2(x) + 4
) dx =

∣∣∣∣∣ t = cos(x)
dt = − sin(x) dx

∣∣∣∣∣ = −
∫

1

(t− 2)(t2 + 4)
dt

Jmenovatel je jiº rozloºený na sou£in a p°ipravený tak na parciální zlomky.

1

(t− 2)(t2 + 4)
=

A

t− 2
+

Bt+ C

t2 + 4

1 = At2 + 4A+Bt2 − 2Bt+ Ct− 2C

1 = t2(A+B) + t(C − 2B) + 4A− 2C

0 = A+B 0 = C − 2B 1 = 4A− 2C

Vy°e²ením této soustavy lineárních rovnic dostáváme

A =
1

8
, B = −1

8
, C = −1

4
.

Integrál tedy p°epí²eme do tvaru

I1 = −
1

8

∫
1

t− 2
dt+

1

8

∫
t+ 2

t2 + 4
dt = −1

8

∫
1

t− 2
dt︸ ︷︷ ︸

=ln |t−2|

+
1

16

∫
2t

t2 + 4
dt︸ ︷︷ ︸

=ln |t2+4|

+
1

16

∫
4

t2 + 4
dt︸ ︷︷ ︸

°e²me

∫
4

t2 + 4
dt =

∫
1(

t
2

)2
+ 1

dt = 2arctg

(
t

2

)
+ C

Dohromady po zp¥tné substituci t = cos(x) dostáváme výsledek

I1 + I2 = −
1

8
ln | cos(x)− 2|+ 1

16
ln | cos2(x) + 4|+ 1

8
arctg

(
cos(x)

2

)
+ ex (x− 1) + C

�
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2.)

Vy²et°ete pr·b¥h funkce

f(x) = x |3− x|
√
e−x

a na£rtn¥te její graf.

�e²ení: Nejprve si p°epi²me funkci do tvaru

f(x) =

{
x(3− x)e−

x
2 x ∈ (−∞, 3)

x(x− 3)e−
x
2 x ∈ (3,∞)

Na t¥chto dvou intervalech se funkce li²í pouze faktorem −1, sta£í proto pro jednoduchost
vy²et°ovat pr·b¥h bez absolutní hodnoty a mít v pam¥ti, ºe na intervalu (3,∞) bude mít
v²e opa£né znaménko.

Prvn¥ si v²imneme, ºe funkce f je de�novaná na celém R a je také v²ude spojitá. Je nám
zadána ve tvaru sou£inu, tudíº najít ko°eny je triviální, jsou to body x = 0 a x = 3. Jelikoº
exponenciála p°ebíjí v nekone£nu jakýkoli polynom, limity v nevlastních bodech jsou dány
£ist¥ znaménkem a chováním exponenciály.

lim
x→−∞

f(x) = −∞ lim
x→∞

f(x) = 0+

Nyní funkci zderivujme na intervalu (−∞, 3).

f ′(x) =
(
3xe−

x
2 − x2e−

x
2

)′
= 3e−

x
2 − 3

2
xe−

x
2 − 2xe−

x
2 +

1

2
x2e−

x
2 =

=
1

2
e−

x
2

(
x2 − 7x+ 6

)
=

1

2
e−

x
2 (x− 1) (x− 6)

Bez absolutní hodnoty v zadání by znaménko první derivace vypadalo následovn¥

Obrázek 1: Znaménka 1. derivace (bez absolutní hodnoty)

Obrázek 2: Znaménka 1. derivace (s absolutní hodnotou)
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Vidíme, ºe funkce f má v bod¥ 1 a 6 lokální maxima a v bod¥ 3 lokální minimum. Derivace
tam sice není nulová, ale díky absolutní hodnot¥ tam v·bec neexistuje, proto nejsme v
rozporu s nutnou podmínkou pro lokální extrém.

Zderivujme funkci podruhé na intervalu (3,∞):

f ′′(x) =

(
1

2
e−

x
2

(
x2 − 7x+ 6

))′
=

1

2
(2x− 7) e−

x
2 − 1

4

(
x2 − 7x+ 6

)
e−

x
2 =

= −1

4
e−

x
2

(
x2 − 11x+ 20

)
= −1

4
e−

x
2

(
x− 11

2
−
√
41

2

)(
x− 11

2
+

√
41

2

)
≈

≈ −1

4
e−

x
2 (x− 8.7) (x− 2.3)

Znaménko op¥t vy£teme z chování kvadratické funkce a poté zohledníme vliv absolutní
hodnoty.

Obrázek 3: Znaménka 2. derivace (bez absolutní hodnoty)

Obrázek 4: Znaménka 2. derivace (s absolutní hodnotou)
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Nyní jsme jiº p°ipraveni na£rtnout graf. Vyuºijeme znalosti ko°en·, lokálních extrém· a
znamének funkce a jejích prvních dvou derivací.

�

Obrázek 5: "Ná£rtek"grafu


