
Matematická analýza I Zápo£tový test 1

1.)

Pro dané n ∈ N najd¥te limitu funkce

lim
x→π

(
x
π

)n − 1√
x2 + sin(x)− x

�e²ení: Nejprve vyuºijeme vzore£ku pro yN − 1 a usm¥rníme odmocninu ve jmenovateli.

lim
x→π

(
x
π
− 1
) (

1 + x
π
+ . . .+

(
x
π

)n−1)√
x2 + sin(x)− x

√
x2 + sin(x) + x√
x2 + sin(x) + x

Pouºijeme aritmetiku limit (limita sou£inu) a roztrhneme limitu na dv¥. Poznamenejme, ºe
pravá limita z°ejm¥ existuje, existenci levé limity ov¥°íme dal²ím výpo£tem.

lim
x→π

(
x
π
− 1
)

x2 + sin(x)− x2

(
1 +

x

π
+ . . .+

(
x

π

)n−1)(√
x2 + sin(x) + x

)
=

lim
x→π

(
x
π
− 1
)

sin(x)
· lim
x→π

(
1 +

x

π
+ . . .+

(
x

π

)n−1)(√
x2 + sin(x) + x

)
︸ ︷︷ ︸

M·ºeme dosadit x=π a proto se tato limita rovná n·2π

= 2nπ lim
x→π

x
π
− 1

sin(x)

Nyní zavedeme substituci x = y + π. Po dosazení dostaneme vlastn¥ sloºení funkcí g a x

g(x) =
x
π
− 1

sin(x)
, x(y) = y + π, g(x(y)) =

y+π
π
− 1

sin(y + π)
.

Vnit°ní funkce x je lineární a tudíº na okolí 0 neosciluje okolo π (spl¬ujeme podmínku k v¥t¥
o limit¥ sloºené funkce). M·ºeme proto psát

2nπ lim
x→π

x
π
− 1

sin(x)
= 2nπ lim

y→0

y+π
π
− 1

sin(y + π)
= 2nπ lim

y→0

y
π

− sin(y)
= −2n lim

y→0

y

sin(y)
= −2n

Velmi podobný je p°íklad £. 6 ze 4. sady.
�
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2.)

Najd¥te limitu funkce

lim
x→0

(
cos(x)

cos(2x)

) 1
x2

�e²ení: V²imneme si, ºe tato limita má tvar ”1∞”, proto pouºijeme klasický postup s expo-
nenciálou.

lim
x→0

(
cos(x)

cos(2x)

) 1
x2

= lim
x→0

e
ln

(
cos(x)
cos(2x)

)
x2 = elimx→0

ln

(
cos(x)
cos(2x)

)
x2 ,

kde v poslední rovnosti vyuºíváme v¥tu o limit¥ sloºené funkce a faktu, ºe exponenciála (vn¥j²í
funkce v tomto p°ípad¥) je spojitá. Studujme samostatn¥ limitu v exponentu.

lim
x→0

ln
(

cos(x)
cos(2x)

)
x2

= lim
x→0

ln
(
1 + cos(x)

cos(2x)
− 1
)

cos(x)
cos(2x)

− 1

cos(x)
cos(2x)

− 1

x2

Pomocí aritmetiky limit roztrhneme výraz na dv¥ limity, první vyhodnotíme hned díky v¥t¥
o limit¥ sloºené funkce a faktu, ºe cos(x)

cos(2x)
− 1 na n¥jakém okolí 0 neosciluje okolo hodnoty 0

(na okolí 0 je kladná), existenci druhé limity potvrdíme dal²ím výpo£tem.

lim
x→0

ln
(
1 + cos(x)

cos(2x)
− 1
)

cos(x)
cos(2x)

− 1︸ ︷︷ ︸
=1

· lim
x→0

cos(x)
cos(2x)

− 1

x2
= lim

x→0

cos(x)−cos(2x)
cos(2x)

x2

Nyní existuje mnoho zp·sob·, jak výraz upravovat, my pouºijeme vzorec pro kosinus dvojná-
sobného úhlu.

lim
x→0

1

cos(2x)

cos(x)− cos2(x) + sin2(x)

x2
= lim

x→0

1

cos(2x)

cos(x)
(
1− cos(x)

)
+ sin2(x)

x2

Nyní uº jen pouºijeme aritmetiku limit, nejprve sou£in poté sou£et a pak zase sou£in, v²e se
zjednodu²í a my dostaneme výsledek.

lim
x→0

1

cos(2x)︸ ︷︷ ︸
=1

· lim
x→0

cos(x)
(
1− cos(x)

)
+ sin2(x)

x2
= lim

x→0
cos(x)︸ ︷︷ ︸

=1

1− cos(x)

x2︸ ︷︷ ︸
= 1

2

+ lim
x→0

sin2(x)

x2︸ ︷︷ ︸
=1

=
3

2

Proto platí

lim
x→0

(
cos(x)

cos(2x)

) 1
x2

= e
3
2 = e

√
e

�


