
Matematická analýza I Domácí úkol 9

Domácí úkol 9

Termín odevzdání: 16. 12. 2024 do cvi£ení

Vy²et°ete pr·b¥h funkce =

� Najd¥te de�ni£ní obor, limitní chování v nekone£nu (asymptoty) a bodech nespojitosti
(pokud existují)

� Speciální vlastnosti funkce (periodicita, sudost/lichost)

� Ko°eny, stacionární body, lokální/globální (pokud existují) extrémy, intervaly monotonie,
obor hodnot

� In�exní body, intervaly konvexity a konkávnosti

� Ná£rtek grafu (v úkolu nepovinný, ale zkuste si to pro kontrolu vykreslit)

1.)

Vy²et°ete pr·b¥h funkce:

f(x) = xe1−x
2

.

2.)

Vy²et°ete pr·b¥h funkce:

f(x) = arctg

(
1

1− x2

)
.
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1.)

Vy²et°ete pr·b¥h funkce:

f(x) = xe1−x
2

.

�e²ení: Nejprve se podíváme na základní vlastnosti funkce. Funkce f je zjevn¥ de�nována
v²ude na R a je v²ude spojitá. Dále snadno ov¥°íme, ºe se jedná o lichou funkci.

f(−x) = −xe1−(−x)2 = −xe1−x2

= −f(x)

Jelikoº, je nám funkce jiº dána ve tvaru sou£inu, není problém najít ko°en x = 0, protoºe
exponenciála je vºdy kladná. Podívejme se nyní na chování v nekone£nu, exponenciála
p°ebije libovolný polynom proto je limita rovna 0. Rigorózn¥ toho dosáhneme pomocí nap°.
l'Hospitala

lim
x→±∞

xe1−x
2

= lim
x→±∞

e
x

ex2 = e lim
x→±∞

1

2xex2 = 0±

Osa x je tedy také asymptotou funkce f v ±∞.
Nyní funkci f zderivujme.

f ′(x) =
(
xe1−x

2
)′

= e1−x
2 − 2x2e1−x

2

= e1−x
2 (

1− 2x2
)

Tato funkce má dva ko°eny, x = ±
√
2
2
, ve kterých se m¥ní její znaménko ze záporného na

kladné a zpátky na záporné.

−
√
2
2

√
2
2

Vidíme, ºe v bod¥ −
√
2
2

je lokální minimum, zatímco v bod¥
√
2
2

je lokální maximum.
Derivujme funkci podruhé:

f ′′(x) =
(
e1−x

2 (
1− 2x2

))′
= −2xe1−x2 − 4xe1−x

2

+ 4x3e1−x
2

= 2xe1−x
2 (

2x2 − 3
)

Tato funkce má t°i ko°eny, x = 0 a x = ±
√
6
2
, ve kterých m¥ní znaménko.

−
√
6
2

√
6
2
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Nyní jsme p°ipraveni na ná£rtek.

x

y

−
√
6
2

√
6
2

−
√
2
2

√
2
2

�
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2.)

Vy²et°ete pr·b¥h funkce:

f(x) = arctg

(
1

1− x2

)
.

�e²ení: Funkce f je zjevn¥ de�nována v²ude na R krom¥ bod· ±1 a tam kde je de�nována
je také spojitá. Dále snadno ov¥°íme, ºe se jedná o sudou funkci.

f(−x) = arctg

(
1

1− (−x)2

)
= arctg

(
1

1− x2

)
= f(x)

Podívejme se na limitu v problémových bodech:

lim
x→−1−

arctg

(
1

1− x2

)
= arctg (−∞) = −π

2

lim
x→−1+

arctg

(
1

1− x2

)
= arctg (+∞) = +

π

2

a podobn¥

lim
x→1−

arctg

(
1

1− x2

)
= arctg (+∞) = +

π

2

lim
x→1+

arctg

(
1

1− x2

)
= arctg (−∞) = −π

2
.

V nekone£nu jsou limity jednoduché:

lim
x→±∞

arctg

(
1

1− x2

)
= arctg (0) = 0

Nyní funkci f zderivujme.

f ′(x) =

(
arctg

(
1

1− x2

))′
=

1

1 +
(

1
1−x2

)2 −1
(1− x2)2

(−2x) =

=
2x

(1− x2)2 + 1

Tato funkce má pouze jeden ko°en, x = 0, a m¥ní v n¥m znaménko ze záporného na kladné,
je zde tedy lokální minimum.

0
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Pro nalezení globálních extrém· sta£í zkontrolovat extrémy lokální, p°ípadn¥ problémové
body nespojitosti nebo nediferencovatelnosti. V tomto p°ípad¥ funkce nenabývá globálního
maxima ani minima, pouze se k nim limitn¥ blíºí u problémových bod· ±1.

Zderivujme funkci podruhé.

f ′′(x) =

(
2x

(1− x2)2 + 1

)′
=

2
(
1− x2

)2
+ 2 + 8x2

(
1− x2

)2(
(1− x2)2 + 1

)2 =

= −2 3x4 − 2x2 − 2(
(1− x2)2 + 1

)2
Vy°e²ením bikvadratické rovnice substitucí t = x2 dostáváme dva ko°eny, x = ±

√
1+
√
7

3
.

−
√

1+
√
7

3

√
1+
√
7

3

Nyní jsme p°ipraveni na ná£rtek.
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√
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√
7

3

√
1+
√
7
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