
Matematická analýza I Domácí úkol 8

Domácí úkol 8

Termín odevzdání: 9. 12. 2024 do cvi£ení

1.)

Najd¥te limitu posloupnosti, v²e °ádn¥ zd·vodn¥te.

lim
n→∞

ln(n+ 1)− ln(n)

sin
(
1
n

)
2.)

Najd¥te limitu posloupnosti {an}∞n=1, kde

an =

(
1− 1

22

)
·
(
1− 1

32

)
·
(
1− 1

42

)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)

3.)

Najd¥te lim supn→∞, lim infn→∞ a v²echny hromadné body posloupnosti {an}∞n=1, kde

an = ncos(πn2 )
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1.)

Najd¥te limitu posloupnosti, v²e °ádn¥ zd·vodn¥te.

lim
n→∞

ln(n+ 1)− ln(n)

sin
(
1
n

)
�e²ení: Zkusme se podívat na limitu funkce

lim
x→∞

ln(x+ 1)− ln(x)

sin
(
1
x

) = lim
x→∞

ln
(
x+1
x

)
sin
(
1
x

) =

∣∣∣∣ y = 1
x

y → 0+

∣∣∣∣ = lim
y→0+

ln (1 + y)

sin(y)
=

= lim
y→0+

ln (1 + y)

y

y

sin(y)
= 1

Podle Heineho v¥ty nyní plyne, ºe limita funkce je siln¥j²í pojem neº limita posloupnosti,

tedy platí, ºe limita na²í posloupnosti je nutn¥ rovna limit¥ funkce spojité prom¥nné.
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2.)

Najd¥te limitu posloupnosti {an}∞n=1, kde

an =

(
1− 1

22

)
·
(
1− 1

32

)
·
(
1− 1

42

)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)

�e²ení: V²imneme si, ºe jde o teleskopickou posloupnost. Rozepi²me si jeden £len an.(
1− 1

22

)
·
(
1− 1

32

)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)
=

(
22 − 1

22

)
·

(
32 − 1

32

)
· . . . ·

(
n2 − 1

n2

)

N¥kde uprost°ed tohoto sou£inu to vypadá následovn¥

. . . ·

(
(k − 1)2 − 1

(k − 1)2

)(
k2 − 1

k2

)(
(k + 1)2 − 1

(k + 1)2

)
· . . .

. . . ·
(
(k − 2)k

(k − 1)2

)(
(k − 1)(k + 1)

k2

)(
k(k + 2)

(k + 1)2

)
· . . .

. . . ·
(
k − 2

k − 1

)(
k + 2

k + 1

)
· . . .

Vidíme, ºe prost°ední £initel se kompletn¥ vykrátil s £ástmi jeho sousedních £initel·. To

platí pro v²echny "prost°ední"£initele, pouze ti krajní se zkrátí jen £áste£n¥.

an =
1

2

(
n+ 1

n

)
Tato limita uº je velmi jednoduchá

lim
n→∞

1

2

n+ 1

n
= lim

n→∞

1

2

1 + 1
n

1
=

1

2
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3.)

Najd¥te lim supn→∞, lim infn→∞ a v²echny hromadné body posloupnosti {an}∞n=1, kde

an = ncos(πn2 )

�e²ení: K analýze posloupnosti vyuºijeme periodicitu funkce cos(x). Díky ní m·ºe exponent

nabývat pouze 3 r·zných hodnot a to podle zbytku p°id¥lení £ísla n £ty°mi.

n = 4k ⇒ cos

(
4k
π

2

)
= 1

n = 4k + 1⇒ cos

(
4k
π

2
+
π

2

)
= 0

n = 4k + 2⇒ cos

(
4k
π

2
+ π

)
= −1

n = 4k + 3⇒ cos

(
4k
π

2
+

3π

2

)
= 0

Vidíme, ºe na²i posloupnost m·ºeme rozd¥lit na 3 podposloupnosti:

� posloupnost bn = n pro n d¥litelné 4

� posloupnost cn = 0 pro n liché

� posloupnost dn = 1
n
pro n sudé ale ned¥litelné 4

Najd¥me nejprve lim sup. Vzpome¬me na de�nici

lim sup
n→∞

= lim
k→∞

sup {an}∞n=k ≥ lim
k→∞

sup {bn}∞n=k = +∞

Podobn¥ pro lim inf:

lim inf
n→∞

= lim
k→∞

inf {an}∞n=k ≤ lim
k→∞

inf {dn}∞n=k = 0

Hromadné body jsou práv¥ limity na²ich t°í podposloupností bn →∞, cn → 1 a dn → 0. Je
z°ejmé, ºe ºádný jiný hromadný bod není.
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