Matematicka analyza I Domaéci tkol 7

Domaci tkol 7

Termin odevzdani: 2. 12. 2024 do cviceni

1.)

U kazdého z nasledujicich tvrzeni rozhodnéte zda je pravdivé ¢i nikoli a vSe fadné odivodnéte.

Najdéte limitu (za spravnych predpokladi smite pouzit 'Hospitalovo pravidlo)

1 — cos (y2)
o0 yPsin(y?)
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1.)

U kazdého z nasledujicich tvrzeni rozhodnéte zda je pravdivé ¢i nikoli a vSe fadné odivodnéte.
) (z) =O0(V1I—-xz),2 =0
) (z) =0(V1—-z),z—1"

¢) arccos(z) = o(/1 —z), 7 — 1~
) ()
) ()

Reseni: Piipomeiime si definice symbolii pro asymptotické chovani funkci f a g kolem bodu
a € R:

o f(z)=0(g(x)),r =a gy IK >0,30 >0, Vr € Ps(x) : ’f(x)} < K|g(ac)‘

e f(z)=o0(g(x)),x —a Sde limy_,, % =0
o f(x)~g(x),z—a Sdef EIC’>0:111(nx_m%:CY
o f(x)~g(x),z —a Sger limy_q % =1

a) Plati

Uvédomime si, Zze obé funkce jsou na okoli bodu 0 spojité, tedy na néjakém okoli 0 také
omezené, specialné plati, ze arccos(x) < 7 na (—1,1). Jelikoz, ma funkce v/1 — x v 0 nenu-
lovou limitu, ze spojitosti vime, Ze na néjakém okoli 0 je tato funkce "odrazena od nuly",
tedy plati

dp€(0,1),3D >0,Vz € U(0,p): V1—a>D
Nynf stacf vzit K := % a 0 = p a z toho jiz plyne
Vx € Ps(0) : K‘\/l —:17) > %\/1 —z> %D =7 > arccos(x)

Takze jsme splnili definici a vyrok plati. Konkrétni hodnoty vyhovujici nerovnostem jsou
napiiklad p = % aD = \/Li
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b) Plati

Dokéazeme, ze vlastnost f(z) ~ g(x) implikuje f(z) = O(g(z)). Dukaz povedeme piimo.
Predpokladejme, ze f(z) ~ g(x),x — a, tedy plati

limM = C e R\ {0}.

z—a g()
Jelikoz tato limita existuje, vime Ze zlomek % je definovany na néjakém okoli a, tedy
g(x) # 0 na tomto okoli (Pozn. ¢isté teoreticky bychom mohli uvazovat i funkce, jejichz
podil nebude sice vS§ude na okoli a definovany, ale minimalné bude omezeny, tedy pokud
povolime body z, ve kterych g(x¢) = 0, musi také f(x¢) = 0). Z definice limity plati, ze
existuje 0 > 0 takové, ze

—

()

x)

Vz € Ps(a) : <C+1

Q
—

Staci polozit K = C' + 1 a J stejné a dostavame
Vz € Ps(a) : |f(z)| < K|g(z)|
Tuto ulohu tak vyfegime tak, Ze dokdZzeme piipad za d)

c) Neplati

Spoctéme limitu

arccos(z) x = cos(y) : Yy : Yy
im ————= = = lim ——— = lim — v/ 1+ cos -2
el /1—1x y—0F y=0t /1 —cos(y)  vy—0* sin(y) )

Vidime, Ze tato limita neni rovna 0, proto vyrok neplati.

d) Plati

. ~ 2 . . v 1 v o v_ 4 s v . -
Jelikoz ndm limita vysla 5 COZ je kone¢né nenulové ¢islo, vyrok plati.

e) Neplati

Opét se staci podivat na vysledek oné limity, ta nevysla rovna 1, proto vyrok neplati.
O
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2.)

Najdéte limitu (za spravnych predpokladi smite pouzit 'Hospitalovo pravidlo)

1 — cos(1?
lim L= <8(%)
i et

Reseni: Vypoditejme tuto limitu 'Hospitalovym pravidlem. Funkce 1 — cos (v*) a y?sin(y?)
jsou urcité hladké, a tedy jejich derivace existuji na okoli bodu existuji. Zaroven obé maji
0 limitu v bodé 0. Zderivujme tedy obé funkce

<1 — cos(y2)>/ =2y sin(yQ)
<y2 sin (y2)>/ = 2y sin (y2) + 2y cos (y2) =2y (sin (y2) + 9 cos (gf))

Posledni predpoklad 1’Hospitalova pravidla je na derivaci funkce v jmenovateli a sice, ze
nesm{ byt nulova na néjakém okoli limitniho bodu. Zde vyuZzijeme faktu, Ze sin(y?) > 1y?
a cos(y?) > 1 na n&jakém okolf 0. Plati tedy

'23/ <sin(y2) + 32 cos(y2)) ’ > 2|y| (%gf + %yQ) = 2|y3‘ >0 na okoli 0 pro y # 0

Muzeme tedy zkusit vySetfit limitu derivaci a pokud bude existovat, mame vysledek.

i 2y sin (y2) ) sin (y2)
lim - = lim —
v—0 2y (sin(y?) + y? cos(y?))  v—=0sin(y?) + y? cos(y?)

Do tohoto vyrazu opét nemuzeme dosadit limitni bod, proto musime hledat dale. Mohli

bychom se opét pokusit pouzit I’Hospitala, ale pocitat derivace je tady zbytecné slozité.

Zkusme pouzit klasickou metodu s aritmetikou limit a znamou limitou lim,_,g # = 1.

sin (y? sin (y?
hH(l) ) +(y2) 7 _ hH(l) (y ) _
—0 Ss1n COS — sin(y?2
’ SIS vy (—53 ) 4 008(3/2))

(2
sm(y).hm 1 :1‘525

R R D)
— —0 sin(y
Y Y Y —r T cos(y?)




