
Matematická analýza I Domácí úkol 7

Domácí úkol 7

Termín odevzdání: 2. 12. 2024 do cvi£ení

1.)

U kaºdého z následujících tvrzení rozhodn¥te zda je pravdivé £i nikoli a v²e °ádn¥ od·vodn¥te.

a) arccos(x) = O(
√
1− x), x→ 0

b) arccos(x) = O(
√
1− x), x→ 1

c) arccos(x) = o(
√
1− x), x→ 1

d) arccos(x) ∼
√
1− x, x→ 1

e) arccos(x) '
√
1− x, x→ 1

2.)

Najd¥te limitu (za správných p°edpoklad· smíte pouºít l'Hospitalovo pravidlo)

lim
y→0

1− cos
(
y2
)

y2 sin(y2)

1



Matematická analýza I Domácí úkol 7

1.)

U kaºdého z následujících tvrzení rozhodn¥te zda je pravdivé £i nikoli a v²e °ádn¥ od·vodn¥te.

a) arccos(x) = O(
√
1− x), x→ 0

b) arccos(x) = O(
√
1− x), x→ 1−

c) arccos(x) = o(
√
1− x), x→ 1−

d) arccos(x) ∼
√
1− x, x→ 1−

e) arccos(x) '
√
1− x, x→ 1−

�e²ení: P°ipome¬me si de�nice symbol· pro asymptotické chování funkcí f a g kolem bodu
a ∈ R:

� f(x) = O(g(x)), x→ a ⇔def ∃K > 0,∃δ > 0, ∀x ∈ Pδ(x) :
∣∣f(x)∣∣ ≤ K

∣∣g(x)∣∣
� f(x) = o(g(x)), x→ a ⇔def limx→a

f(x)
g(x)

= 0

� f(x) ∼ g(x), x→ a ⇔def ∃C > 0 : limx→a
f(x)
g(x)

= C

� f(x) ' g(x), x→ a ⇔def limx→a
f(x)
g(x)

= 1

a) Platí

Uv¥domíme si, ºe ob¥ funkce jsou na okolí bodu 0 spojité, tedy na n¥jakém okolí 0 také
omezené, speciáln¥ platí, ºe arccos(x) ≤ π na (−1, 1). Jelikoº, má funkce

√
1− x v 0 nenu-

lovou limitu, ze spojitosti víme, ºe na n¥jakém okolí 0 je tato funkce "odraºena od nuly",
tedy platí

∃ρ ∈ (0, 1),∃D > 0, ∀x ∈ U(0, ρ) :
√
1− x ≥ D

Nyní sta£í vzít K := π
D

a δ = ρ a z toho jiº plyne

∀x ∈ Pδ(0) : K
∣∣∣√1− x∣∣∣ ≥ π

D

√
1− x ≥ π

D
D = π ≥ arccos(x)

Takºe jsme splnili de�nici a výrok platí. Konkrétní hodnoty vyhovující nerovnostem jsou
nap°íklad ρ = 1

2
a D = 1√

2
.
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b) Platí

Dokáºeme, ºe vlastnost f(x) ∼ g(x) implikuje f(x) = O(g(x)). D·kaz povedeme p°ímo.
P°edpokládejme, ºe f(x) ∼ g(x), x→ a, tedy platí

lim
x→a

f(x)

g(x)
= C ∈ R \ {0}.

Jelikoº tato limita existuje, víme ºe zlomek f(x)
g(x)

je de�novaný na n¥jakém okolí a, tedy

g(x) 6= 0 na tomto okolí (Pozn. £ist¥ teoreticky bychom mohli uvaºovat i funkce, jejichº
podíl nebude sice v²ude na okolí a de�novaný, ale minimáln¥ bude omezený, tedy pokud
povolíme body x0, ve kterých g(x0) = 0, musí také f(x0) = 0). Z de�nice limity platí, ºe
existuje δ > 0 takové, ºe

∀x ∈ Pδ(a) :
f(x)

g(x)
≤ C + 1

Sta£í poloºit K = C + 1 a δ stejné a dostáváme

∀x ∈ Pδ(a) :
∣∣f(x)∣∣ ≤ K

∣∣g(x)∣∣
Tuto úlohu tak vy°e²íme tak, ºe dokáºeme p°ípad za d)

c) Neplatí

Spo£t¥me limitu

lim
x→1−

arccos(x)√
1− x

=

∣∣∣∣ x = cos(y)
y → 0+

∣∣∣∣ = lim
y→0+

y√
1− cos(y)

= lim
y→0+

y

sin(y)

√
1 + cos(y) =

√
2

Vidíme, ºe tato limita není rovna 0, proto výrok neplatí.

d) Platí

Jelikoº nám limita vy²la 1√
2
, coº je kone£né nenulové £íslo, výrok platí.

e) Neplatí

Op¥t se sta£í podívat na výsledek oné limity, ta nevy²la rovna 1, proto výrok neplatí.
�
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2.)

Najd¥te limitu (za správných p°edpoklad· smíte pouºít l'Hospitalovo pravidlo)

lim
y→0

1− cos
(
y2
)

y2 sin(y2)

�e²ení: Vypo£ítejme tuto limitu l'Hospitalovým pravidlem. Funkce 1− cos
(
y2
)
a y2 sin

(
y2
)

jsou ur£it¥ hladké, a tedy jejich derivace existují na okolí bodu existují. Zárove¬ ob¥ mají
0 limitu v bod¥ 0. Zderivujme tedy ob¥ funkce(

1− cos
(
y2
))′

= 2y sin
(
y2
)

(
y2 sin

(
y2
))′

= 2y sin
(
y2
)
+ 2y3 cos

(
y2
)
= 2y

(
sin
(
y2
)
+ y2 cos

(
y2
))

Poslední p°edpoklad l'Hospitalova pravidla je na derivaci funkce v jmenovateli a sice, ºe
nesmí být nulová na n¥jakém okolí limitního bodu. Zde vyuºijeme faktu, ºe sin

(
y2
)
≥ 1

2
y2

a cos
(
y2
)
≥ 1

2
na n¥jakém okolí 0. Platí tedy∣∣∣∣2y (sin(y2)+ y2 cos

(
y2
))∣∣∣∣ ≥ 2|y|

(
1

2
y2 +

1

2
y2
)

= 2
∣∣y3∣∣ > 0 na okolí 0 pro y 6= 0

M·ºeme tedy zkusit vy²et°it limitu derivací a pokud bude existovat, máme výsledek.

lim
y→0

2y sin
(
y2
)

2y
(
sin(y2) + y2 cos(y2)

) = lim
y→0

sin
(
y2
)

sin(y2) + y2 cos(y2)

Do tohoto výrazu op¥t nem·ºeme dosadit limitní bod, proto musíme hledat dále. Mohli
bychom se op¥t pokusit pouºít l'Hospitala, ale po£ítat derivace je tady zbyte£n¥ sloºité.
Zkusme pouºít klasickou metodu s aritmetikou limit a známou limitou limx→0

sin(x)
x

= 1.

lim
y→0

sin
(
y2
)

sin(y2) + y2 cos(y2)
= lim

y→0

sin
(
y2
)

y2
(

sin(y2)
y2

+ cos(y2)

) =

= lim
y→0

sin
(
y2
)

y2
· lim
y→0

1
sin(y2)
y2

+ cos(y2)
= 1 · 1

2
=

1

2

�
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