
Matematická analýza I Domácí úkol 6

Domácí úkol 6

Termín odevzdání: 25. 11. 2024 do cvi£ení

1.)

Najd¥te primitivní funkci ∫
1

x4 + 4
dx.

Hint: K rozkladu jmenovatele na sou£in vyuºijte komplexní ko°eny.

Dále vyuºijte tabulku trikových substitucí:

2.)

Najd¥te primitivní funkci∫
x2

x2 + 2x
(√

x+ 1 + 1
)
+ 2
√
x+ 1 + 1

dx.

3.)

Uvaºujme funkci

f(x) =
1

1− sin(x) cos(x)
.

Najd¥te funkci F , která bude primitivní funkcí k f , a bude platit F (0) = 0. V²imn¥te si, ºe
funkce F musí být spojitá na celém R. Pokud to tedy bude pot°eba, prove¤te lepení.
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Matematická analýza I Domácí úkol 6

1.)

Najd¥te primitivní funkci ∫
1

x4 + 4
dx.

Hint: K rozkladu jmenovatele na sou£in vyuºijte komplexní ko°eny.

�e²ení: Vidíme, ºe integrand je ve tvaru racionální funkce, postupujme podle návodu. Stu-
pe¬ polynomu v £itateli je v tomto p°ípad¥ rovnou niº²í neº stupe¬ polynomu ve jmenovateli.
D¥lit tedy nemusíme a tudíº rovnou p°ejdeme na druhý krok. V n¥m musíme rozloºit jme-
novatel na sou£in lineárních polynom· tvaru (x− ki), kde ki jsou ko°eny daného polynomu,
p°íp na sou£in nerozloºitelných (bez ko°ene) kvadratických polynom·. Polynom x4+4 nemá
zjevn¥ ºádné ko°eny nad reálnými £ísly, pouze 4 komplexní.

x4 + 4 =
(
x− (1 + i)

) (
x− (1− i)

) (
x− (−1 + i)

) (
x− (−1− i)

)
=

=
(
x2 − 2x+ 2

) (
x2 + 2x+ 2

)
Hledaný integrál I je tedy roven

I =

∫
1

x4 + 4
dx =

∫
1

(x2 − 2x+ 2) (x2 + 2x+ 2)
dx

Dal²ím krokem je roztrhnout integrál na dva p°es parciální zlomky. Víme ºe bude fungovat
ansatz ve tvaru

1

(x2 − 2x+ 2) (x2 + 2x+ 2)
=

Ax+B

x2 − 2x+ 2
+

Cx+D

x2 + 2x+ 2

Zbavíme se zlomk· a porovnáme polynomy na obou stranách, jejich koe�cienty se musí
rovnat.

1 = [2B + 2D] + x [2A+ 2B + 2C − 2D] +x2 [2A+B − 2C +D] + x3 [A+ C]

A = −1

8
B =

1

4
C =

1

8
D =

1

4

Jsme schopni tedy rozd¥lit ná² integrál na 2.

I =

∫ −1
8
x+ 1

4

x2 − 2x+ 2
dx+

∫ 1
8
x+ 1

4

x2 + 2x+ 2
dx

Dal²í úpravy vedou na op¥tovné rozd¥lení obou integrál·, jednu £ást vy°e²íme p°es 1. v¥tu
o substituci a druhou p°es dopln¥ní na £tverec a tabulkový integrál arctg.
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I = − 1

16

∫
2x− 4

x2 − 2x+ 2
dx+

1

16

∫
2x+ 4

x2 + 2x+ 2
dx =

= − 1

16

∫
2x− 2

x2 − 2x+ 2
dx+

1

8

∫
1

x2 − 2x+ 2
dx+

1

16

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx+

1

8

∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

=

∣∣∣∣∣ t = x2 − 2x+ 2
dt = (2x− 2) dx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ u = x− 1
du = dx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ v = x2 + 2x+ 2
dv = (2x+ 2) dx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ w = x+ 1
dw = dx

∣∣∣∣∣ =
= − 1

16

∫
1

t
dt+

1

8

∫
1

u2 + 1
+

1

16

∫
1

v
dv +

1

8

∫
1

w2 + 1
dw

Po zp¥tné substituci máme výsledek, který je správn¥ de�nován na celém R.

I =
1

16
ln

∣∣∣∣∣x2 + 2x+ 2

x2 − 2x+ 2

∣∣∣∣∣
+

1

8
arctg (x− 1) +

1

8
arctg (x+ 1) + C

�
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2.)

Najd¥te primitivní funkci∫
x2

x2 + 2x
(√

x+ 1 + 1
)
+ 2
√
x+ 1 + 1

dx.

�e²ení: Integrand je ve tvaru racionální funkce s x a odmocninou
√
x+ 1. Bude tedy fun-

govat triková substituce t =
√
x+ 1.

I =

∫
x2

x2 + 2x
(√

x+ 1 + 1
)
+ 2
√
x+ 1 + 1

dx =

∣∣∣∣∣∣∣
t =
√
x+ 1

x = t2 − 1
dx = 2t dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫ (
t2 − 1

)2
(t2 − 1)2 + 2 (t2 − 1) (t+ 1) + 2t+ 1

2t dt =

=

∫
2t5 − 4t3 + 2t

t4 − 2t2 + 1 + 2t3 + 2t2 − 2t− 2 + 2t+ 1
dt = 2

∫
t4 − 2t2 + 1

t3 + 2t2
dt

Dostali jsme k integrování racionální funkci, se kterou si jiº dokáºeme poradit. Nejprve
vyd¥líme polynom polynomem, abychom dostali zlomek, kde má £itatel men²í stupe¬ neº
jmenovatel, a poté tento zlomek rozd¥líme na parciální zlomky.

I = 2

∫
t− 2 +

2t2 + 1

t3 + 2t2
dt = t2 − 4t+ 2

∫
2t2 + 1

t2(t+ 2)
dt

P°edpokládejme následující tvar parciálních zlomk·:

2t2 + 1

t2(t+ 2)
=
A

t
+
B

t2
+

C

t+ 2

2t2 + 1 = 2B + t [2A+B] + t2 [A+ C]

A = −1

4
B =

1

2
C =

9

4

Tedy

I = t2 − 4t− 1

2

∫
1

t
dt+

∫
1

t2
dt+

9

2

∫
1

t+ 2
dt = t2 − 4t− 1

2
ln
(
|t|
)
− 1

t
+

9

2
ln
(
|t+ 2|

)
=

= x− 4
√
x+ 1− 1

2
ln
(√

x+ 1
)
− 1√

x+ 1
+

9

2
ln
(√

x+ 1 + 2
)
+ C,

kde generická konstanta C schovala i jednu 1 ze zp¥tné substituce. �
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3.)

Uvaºujme funkci

f(x) =
1

1− sin(x) cos(x)
.

Najd¥te funkci F , která bude primitivní funkcí k f , a bude platit F (0) = 0. V²imn¥te si, ºe
funkce F musí být spojitá na celém R. Pokud to tedy bude pot°eba, prove¤te lepení.

�e²ení: V tomto p°íklad¥ pouºijeme jednu z goniometrických substitucí, nejvýhodn¥j²í z
nich je t = tg(x) (t = sin(x) ani t = cos(x) nefungují a t = tg

(
x
2

)
je zbyte£n¥ sloºitá).

Hledejme tedy integrál

∫
1

1− sin(x) cos(x)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tg(x)

arctg(t) = x
1

1+t2
dt = dx
t

1+t2
= sin(x) cos(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

1

1− t
1+t2

1

1 + t2
dt =

=

∫
1

t2 − t+ 1
dt =

1(
t− 1

2

)2
+ 3

4

dt =
4

3

∫
1

4
3

(
t− 1

2

)2
+ 1

dt =

=
2√
3

∫
1(

2√
3
t− 1√

3

)2
+ 1

2√
3
dt =

∣∣∣∣∣ u = 2√
3
t− 1√

3

du = 2√
3
dt

∣∣∣∣∣ = 2√
3

∫
1

u2 + 1
du =

=
2√
3
arctg (u) + Ck =

2√
3
arctg

(
2√
3
tg(x)− 1√

3

)
+ Ck.

Vidíme, ºe výsledná primitivní funkce je nespojitá v bodech nespojitosti funkce tg(x). Kon-
stanty Ck se mohou li²it na kaºdém intervalu

(
−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ

)
. Spo£t¥me jednostranné

limity v krizových bodech a ur£eme závislost jednotlivých konstant tak, aby se limity rov-
naly.

lim
x→(π

2
+kπ)

−
F (x) =

π√
3
+ Ck

lim
x→(π

2
+kπ)

+
F (x) = − π√

3
+ Ck+1

Tedy

Ck+1 = Ck +
2π√
3
= Ck−1 + 2

2π√
3
= . . . = C0 + (k + 1)

2π√
3

Konstantu C0 ur£íme z podmínky F (0) = 0.

0 = F (0) =
2√
3
arctg

(
2√
3
tg(0)− 1√

3

)
+ C0 = −

2√
3

π

6
+ C0

C0 =

√
3

9
π
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Kone£ný tvar na²í funkce je

F (x) =


2√
3
arctg

(
2√
3
tg(x)− 1√

3

)
+
√
3
9
π + k 2

√
3

3
π na

(
−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ

)
spojit¥ dode�nována v krajních bodech

�
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