Matematicka analyza I Domaéci tkol 6

Domaci ikol 6

Termin odevzdani: 25. 11. 2024 do cviceni

1.)

Najdéte primitivni funkci

1
/x4+4dx.

Hint: K rozkladu jmenovatele na soucin vyuzijte komplexni koteny.

Dale vyuzijte tabulku trikovych substituci:

2.)
Najdéte primitivni funkci

2

o
dx.
/:1:2+2a:<\/:1:+1+1>+2\/:1:+1+1

3.)
Uvazujme funkci

1
1 —sin(z) cos(x)’

f(x)

Najdéte funkci F, kterd bude primitivni funkci k f, a bude platit F'(0) = 0. VSimnéte si, Ze
funkce F' musi byt spojita na celém R. Pokud to tedy bude potieba, provedte lepeni.
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1.)

Najdéte primitivni funkci

1
dx.
/x4+4x

Hint: K rozkladu jmenovatele na soucin vyuzijte komplexni koteny.

Resent: Vidime, Ze integrand je ve tvaru racionalni funkce, postupujme podle navodu. Stu-
pen polynomu v ¢itateli je v tomto piripadé rovnou nizsi nez stupen polynomu ve jmenovateli.
Délit tedy nemusime a tudiz rovnou prejdeme na druhy krok. V ném musime rozlozit jme-
novatel na soucin linearnich polynomu tvaru (x — k;), kde k; jsou koteny daného polynomu,
piip na soucin nerozlozitelnych (bez korene) kvadratickych polynomii. Polynom z*+4 nem4
zjevné zadné koreny nad redlnymi ¢isly, pouze 4 komplexni.

et +d=(z—(1+19) (z—(1—4) (z— (-141) (z— (-1 —1i)) =
= (x2—2x—|—2) (x2+2x—|—2)

Hledany integral I je tedy roven

1
/x4+4 v /(952—296—1—2)(952—1—291:—1—2) v

Dalsim krokem je roztrhnout integrél na dva pies parciadlni zlomky. Vime Ze bude fungovat
ansatz ve tvaru

1 Ax + B Cx+D

(22 —2x4+2)(x24+2x+2) 22-2z+2 22+4+2x+2

Zbavime se zlomkt a porovname polynomy na obou stranach, jejich koeficienty se musi
rovnat.

1=[2B+2D]+x[24+ 2B +2C — 2D]+2*[24A+ B —2C + D] + 2* [A + C]

1 1 1 1

Jsme schopni tedy rozdélit nas integral na 2.

1 1 1 1
—2X + 7 =8 aF 7
J = / 8 4 dr / 87 4 r
22 —2x+2 22+ 2x +2
Dalsi Gipravy vedou na opétovné rozdéleni obou integralii, jednu ¢ast vytresime pres 1. vétu
o substituci a druhou pres doplnéni na ¢tverec a tabulkovy integral arctg.
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1/ 2z — 4 i 1/ 2¢ + 4
= —— — adX _— — aQr =
16 ) 22 —2x+2 16 J x2+2x+2
1 2x — 2 1 1 1 2 + 2 1 1
=—— | —dr+=- | ——dr+—= | ————dx+- | ———dx =
16 ) 22 —2x+2 8 ) 22 —-2x+2 16 ) 22422+ 2 8) 22+ 2x+2
- t=22—-2x+2 u=z—1 v=x%4+2z+2 w=zx+1|
dt = (2z — 2) dx du = dx dv= 2z +2)dz dw = dx B
1 1 +1/ 1 n 1 /1d +1/ p
=—= | - - — | —dv+-= w
16 ) t 8J) u2+1 16 ) v 8 w2+1
Po zpétné substituci mame vysledek, ktery je spravné definovan na celém R.
1 2?2+ 22+ 2 1 1
[:1—6111 m —|—garctg(:l?—l)—Fgarctg($+1)+0
0
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2.)
Najdéte primitivni funkci

2

X
dx.
/x2+2x(\/$+1+1)+2\/x+1+1

Resent: Integrand je ve tvaru racionalni funkce s x a odmocninou v/x + 1. Bude tedy fun-
govat trikova substituce t = /& + 1.

Z['Z t:\/$+1
[:/ dr=| z=1—-1
x2+2x<\/x+1+1>+2\/x+1+1 do — 2t di

(-1)°
— 5 2t dt =
(2—1)"+2#—-1)(t+1)+2t+1
265 — 4¢3 + 2¢ tt—2t2+1
-2+ 14+ 23 + 22 -2t -2+ 2t + 1 i =E
Dostali jsme k integrovani racionalni funkci, se kterou si jiz dokdzeme poradit. Nejprve

vydélime polynom polynomem, abychom dostali zlomek, kde ma citatel mensi stupen nez
jmenovatel, a poté tento zlomek rozdélime na parcialni zlomky.

2t2 + 1 i R
I=2[|t—24+"— —dt=0>—4t+2 | ———dt
/ +t3+2t2 + /t?(t+2)

Predpokladejme nésledujici tvar parcidlnich zlomkii:

220+1 A B C

P12 e tiye

22 +1=2B+t[2A+ B| + 2 [A+ C]
1 1 9
A=—= B=- ==
4 2 “=1

Tedy

1 (1 1 9 1 1 1 9
I=t>—4t— = [ =dt —dt+= | —dt=t>—4t— —In(|t|) — =+ = =
2/t Rz +2/t+2 g ndlel) = 5 + 5 In(lt +2[)

1 1 9
:a:—4\/:13+1——1n<\/x—|—1> ———l——ln(\/x+1+2> +C,
2 vr+1 2
kde generickd konstanta C' schovala i jednu 1 ze zpétné substituce. 0
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3.)

Uvazujme funkei

B 1
1 —sin(x) cos(x)’

()

Najdéte funkei F, ktera bude primitivni funkei k f, a bude platit F'(0) = 0. V8imnéte si, ze
funkce F' musi byt spojita na celém R. Pokud to tedy bude potfeba, provedte lepeni.

Resent: V tomto pitkladé pouzijeme jednu z goniometrickych substituci, nejvyhodnéjsi z
nich je ¢ = tg(z) (t = sin(z) ani ¢t = cos(z) nefunguji a t = tg (%) je zbytetné slozit4).
Hledejme tedy integrél

t = tg(z)
1 arctg(t) = x / 1 1
dr = = dt =
/1—sin(x)cos(x) v g gt = dz Il — =l
7z = sin(z) cos(x)
1 1 4 1
_/t2—t+1d: 1)2 3dt:§/4 ne 4=
(t=3)"+13 s(t—3) +1
2 1 2 =2t— > 2 1
R v il PR B Y Pt
2 1 = A U
<75t—7§> +1 Ve
2 2 2 1
= — arctg (u) + Cy = —=arctg | —=tg(x) — —= | + Ck.

Vidime, Ze vysledné primitivni funkce je nespojita v bodech nespojitosti funkce tg(x). Kon-
stanty C}% se mohou liSit na kazdém intervalu (—% +km, 5+ Im). Spoctéme jednostranné
limity v krizovych bodech a urc¢eme zavislost jednotlivych konstant tak, aby se limity rov-
naly.

™
lim F(z)=—+Ck
2 (5 +hm)” V3

T
lim F(x):___|_ck .
:L‘—>(g—&—k:7r)+ \/3 M
Tedy
27 2 o
Crt1 :Ck‘i‘% :Ckfl—i-Q%:...:Co—i-(k—l—l)ﬁ

Konstantu Cj uré¢ime z podminky F(0) = 0.

2 2 1 2w
0:F(O):%arctg (Etg(O)—ﬁ) +00:—%6—|—Co
Y3
0= 9 ™
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Kone¢ny tvar nasi funkce je

Fay={ "

2 arctg (l t

V3

g(z) — %) + B4 k285 na (=% +km, T + k)

spojité dodefinovana v krajnich bodech




