
Matematická analýza I Domácí úkol 5

Domácí úkol 5

Termín odevzdání: 18. 11. 2024 do cvi£ení

1.)

Najd¥te primitivní funkci na maximálním moºném intervalu (sjednocení interval·) a tento
interval ur£ete. ∫

1

cosx
dx

2.)

Vypo£t¥te derivaci funkce √
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

a s pomocí tohoto výsledku najd¥te primitivní funkci∫
−
e−2 sin

2(x)
(
sin(x) cos(x) cosh(2x) + sinh(2x)

)
cosh3(2x)

√
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

dx.

Hint: Díky první £ásti umíte dob°e z integrovat £ást integrandu, vyuºijte to v per partes.
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1.)

Najd¥te primitivní funkci na maximálním moºném intervalu (sjednocení interval·) a tento
interval ur£ete. ∫

1

cosx
dx

�e²ení: Nejprve si rozmyslíme, pro která x je primitivní funkce de�nována. Výraz v in-
tegrandu není de�novaný, kdykoli je funkce cos(x) rovna 0. To nám rozd¥lí reálná £ísla v
de�ni£ním oboru na jednotlivé intervaly (π

2
+ kπ, π

2
+ kπ), kde k ∈ Z.

Nyní uº m·ºeme °e²it samotný integrál. Nejprve (nyní uº beztrestn¥) roz²í°íme zlomek
výrazem cos(x).∫

cos(x)

cos2(x)
dx =

∫
cos(x)

1− sin2(x)
dx =

∣∣∣∣∣ u = sin(x)
du = cos(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∫

1

1− u2
du

Nyní bu¤to vyuºijeme tabulkového integrálu, a nebo postupujeme p°es parciální zlomky.

1

1− u2
=

A

1 + u
+

B

1− u
1 = A(1− u) +B(1 + u)

0 · u+ 1 = (A+B) + u(B − A)

A =
1

2
B =

1

2

Vyuºijeme linearitu integrál· a rozd¥líme to na 2 integrály.∫ 1
2

1 + u
du+

∫ 1
2

1− u
du =

1

2
ln (1 + u)− 1

2
ln (1− u) + C =

1

2
ln

(
1 + sin(x)

1− sin(x)

)
+ C

Nakonec si m·ºeme ov¥°it, ºe ná² výsledek je de�novaný na stejných intervalech. Víme,
ºe hodnota logaritmu ulétává v 0 a v ∞. Tyto dv¥ podmínky se zde promítnou ve tvaru
sin(x) 6= 1 a sin(x) 6= −1. �
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2.)

Vypo£t¥te derivaci funkce √
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

a s pomocí tohoto výsledku najd¥te primitivní funkci∫
−
e−2 sin

2(x)
(
sin(x) cos(x) cosh(2x) + sinh(2x)

)
cosh3(2x)

√
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

dx.

Hint: Díky první £ásti umíte dob°e z integrovat £ást integrandu, vyuºijte to v per partes.

�e²ení: P°i derivaci vyuºijeme v¥t o derivování podílu, sou£inu a sloºených funkcí.√ e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

′ = 1

2

1√
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

−e− sin2(x) · 2 sin(x) cos(x) cosh(2x)− e− sin2(x) · 2 sinh(2x)
cosh2(2x)

=

= −
e− sin2(x)

(
sin(x) cos(x) cosh(2x) + sinh(2x)

)
cosh2(2x)

√
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

Derivaci tedy máme.

Ozna£me hledaný integrál I a zave¤me substituci f(x) = e− sin2(x)

cosh(2x)
. Rozmyslíme si, ºe

zadaný integrál je v²ude p¥kn¥ de�nován. V²imneme si, ºe integrand se nápadn¥ podobá
derivaci funkce f . Dokonce platí:

I =

∫
−
e−2 sin

2(x)
(
sin(x) cos(x) cosh(2x) + sinh(2x)

)
cosh3(2x)

√
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

dx =

∫
f(x)

(√
f(x) + 1

)′
dx

Nyní jsme hned p°ipraveni na per partes integraci.∫
f(x)

(√
f(x) + 1

)
dx = f(x)

√
f(x) + 1−

∫
f ′(x)

√
f(x) + 1 dx

Integrál, který nám vznikl je zase p°esn¥ jako d¥laný pro 1. v¥tu o substituci. Vy°e²me ho
proto následovn¥:∫

f ′(x)
√
f(x) + 1 dx =

∣∣∣∣∣ t = f(x)
dt = f ′(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∫ √

t+ 1 dt =
2

3
(t+ 1)

3
2 + C

Poslední krok v sob¥ skryl jednoduchou lineární substituci, t°eba u = t + 1. Nyní jiº jen
provedeme zp¥tnou substituci a máme výsledek.

I = f(x)
√
f(x) + 1− 2

3

(
f(x) + 1

) 3
2 + C =

√
f(x) + 1

(
f(x)− 2

3
f(x)− 2

3

)
+ C =

=
1

3

√
e− sin2(x)

cosh(2x)
+ 1

(
e− sin2(x)

cosh(2x)
− 2

)
+ C

�
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