Matematicka analyza I Domaéci tkol 4

Domaci kol 4

Termin odevzdani: 11. 11. 2024 do cviceni

1.)

Uvazujme funkci

23 —br+2, re(-21)
fle) = { bsgn(x) — ¢, jinde na R.
Najdéte parametry b a c tak, aby f byla spojita na R.

Poté z definice dokazte, 7e pro volbu b = ¢ = 1 je funkce f nespojita v 1. (Hint: Znegujte
vyrok Ve > 036 > 0Vz € Us(1) - | f(x) — f(1)] < € a dokaZte ho)

2.)
Dokazte, ze (piiklady 13. a 15. z 5. sady)

arctg(x) + arccotg(x) = g

argsinh(z) = In (a: + Va2 + 1).

(Hint: vyuZijte definici funkce sinh pies exponencialy)

3.)
Urcete predpis te¢ny (linearni funkce) ke grafu funkce
2% cos(x

g(x) = 2—33()

v bodé 1.
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1.)

Uvazujme funkei

) 2 —bx+2, xe(-21)
fla) = { bsgn(x) — ¢, jinde na R.

Najdéte parametry b a c tak, aby f byla spojita na R.

Resent: Aby byla funkce spojitd na R, musi platit, ze v kazdém bodé existuje jeji limita a
je zaroven rovna jeji funk¢ni hodnoté. Na intervalech (—2,1), (—o0, —2) a (1,00) se funkce f
rovné polynomim (nebo konstantni funkei), tedy spojitym funkcim, a proto je zde spojita au-
tomaticky. Jediné problémy proto mizou nastat v bodech -2 a 1. Podivejme se na jednostranné
limity v téchto bodech.

lim =bsgn(—2)—c=-b—c lim = (-2)3-b(-2)+2=2b—6
T——2" z——21

lim = (1) —b(1)+2=—-b+3 lim =bsgn(l) —c=b—c

x—1— z—1t

7 podminky na rovnost jednostrannych limit dostavame dvé linearni rovnice o dvou nezna-
mych.

—b—c=2b—6
—-b+3=b—-c

Jejim vyfeSenim dostaneme jedinou vyhovujici sadu parametri b = %, c= % V druhé casti

mame pro parametry b = ¢ = 1 z definice dokézat nespojitost funkce f v bodé 1. Znegujme
tedy definici spojitosti:

Ve > 035 > 0Vz € Us(1) : ]f(:c) —f(l)‘ <e
Negace: 3¢ > 0V > 03z € Us(1) : ]f(:c) —f(l)‘ >

Vime, ze f(1) =sgn(l) —1=0a ze

lim f(r) = lim 2° —2+2=2

r—1— r—1—

Ukazme, ze existen¢nimu tvrzeni vyhovuje napt. ¢ = 1. Chceme tedy ukazat, ze

V6 > 03z € Us(1) : | f(z)] > 1

Definujme 65 = min{g, 1—10} Tento vybér délame hlavné ze dvou duvodi: plati, ze x = 1 — 9, €

Us(1) a zéaroven d; < 1 a tedy 05 < 5 pro n € N. Nyni se jiz jen podivejme na f(1 — ds):

fA—=8)=(1—68)—(1—6)+2=1—36+ 36 —65 —1+ & +2>
>0 >—6 >0

4 8
>2—40,>2— — =
—~— 10 5
27

Sl

Tedy plati, Ze pro libovolné § mizeme najit = ve tvaru x = 1 — 9, a vime, 7Ze spliiuje 2
podminky: z € Us(1) a f(z) > 2. Dokazali jsme negaci spojitosti, proto je funkce f v bodé 1
nespojita.
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2.)

Dokazte, ze (pfiklady 13. a 15. z 5. sady)
m
arctg(x) + arccotg(x) = 5

argsinh(z) = In (x + Va4 1>.

Reseni: Nejprve dokazeme uzitec¢nou identitu.

2) = cos(— — 3:)) _ C.OS(%) cos(z) + s.in($) sin(%) _ sin(z) = tg(z)

sin(Z — x sin(%) cos(z) — sin(z) cos(3)  cos(x)

te(=
CO — =
9

Nyni zavedeme substituci = tg(y), coz je v poradku, pokud bereme y € (—%,7), obor

hodnot funkce tg je na tomto intervalu celé R. Upravujme vyraz pomoci dokdzané identity.

m m 7r
arctg(x) + arccotg(z) = arctg(tg(y)) + arccotg(tg(y)) =y + arccotg(cotg(§ —y)) =y+ 5 ¥=73

Pro dikaz druhého vztahu vyuZzijeme definici hyperbolického sinu. Tato funkce je na celém R

prosta a jeji obor hodnot je R, jde o bijekci, specialné aplikovanim funkce sinh na obé strany
rovnice je ekvivalentni dprava.

argsinh(x) = In (:c + Va2 + 1)

sinh (argsinh(z)) = sinh (ln (x + Va2 + 1))
e n(:):+\/x27) fln(x+\/m)

<x+\/r_x+\/1x?7)
4+ Va2 +1- x—W)

(22 +1)

x+\/9027+x—m>

I L\:>|>—t [\')IH [\9|+—n
/\

8
I

Ekvivalentnimi upravami jsme dospéli k pravdivému tvrzeni, je tedy jasné, zZe také nase vychozi
rovnice musela byt pravdiva.
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3.)
Urcete predpis te¢ny (linearni funkce) ke grafu funkce
2 cos(x

g(x) = —2x< )

v bodé 1.

Regent: Nejprve si uvédomime jak vypada rovnice teény v obecném piipadé. Jeji smérnice
je dana derivaci v daném bodé z(, poté jiz staci ji spravné posunout tak, aby se funkéni
hodnota v te¢ném bodé rovnala funkéni hodnoté puvodni funkce. Je snadné ovéfit, ze tyto
dvé podminky spliuje lineadrni rovnice ve tvaru:

g'(wo)(x — 1) + g(x0)

V nasem piipadé je zo = 1 a proto g(zo) = g(1) = % Nyni zderivujme funkci g. Pouzijeme
pravidlo o derivovani podilu a soucinu.

229: Qr

(3135 Cos(av))/ 5z’ cos(x)2” — 2° sin(x)2” — In(2)a® cos(x)2”  (5a* —In(2)) cos(z) — 2 sin(x)
2T

Dosadime hodnotu 1 a dostavame

(5 —1In(2)) cos(1) — sin(1)
7 .

Rovnice teény tedy vypadé néasledovneé:

H(z) = (5 —1n(2)) C(;S(l) —sin(1) (x—1) +

cos(1)
2




