
Matematická analýza I Domácí úkol 4

Domácí úkol 4

Termín odevzdání: 11. 11. 2024 do cvi£ení

1.)

Uvaºujme funkci

f(x) =

{
x3 − bx+ 2, x ∈ (−2, 1)
b sgn(x)− c, jinde na R.

Najd¥te parametry b a c tak, aby f byla spojitá na R.

Poté z de�nice dokaºte, ºe pro volbu b = c = 1 je funkce f nespojitá v 1. (Hint: Znegujte
výrok ∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ Uδ(1) :

∣∣f(x)− f(1)∣∣ < ε a dokaºte ho)

2.)

Dokaºte, ºe (p°íklady 13. a 15. z 5. sady)

arctg(x) + arccotg(x) =
π

2
.

a

argsinh(x) = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
.

(Hint: vyuºijte de�nici funkce sinh p°es exponenciály)

3.)

Ur£ete p°edpis te£ny (lineární funkce) ke grafu funkce

g(x) =
x5 cos(x)

2x

v bod¥ 1.
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1.)

Uvaºujme funkci

f(x) =

{
x3 − bx+ 2, x ∈ (−2, 1)
b sgn(x)− c, jinde na R.

Najd¥te parametry b a c tak, aby f byla spojitá na R.

�e²ení: Aby byla funkce spojitá na R, musí platit, ºe v kaºdém bod¥ existuje její limita a
je zárove¬ rovna její funk£ní hodnot¥. Na intervalech (−2, 1), (−∞,−2) a (1,∞) se funkce f
rovná polynom·m (nebo konstantní funkci), tedy spojitým funkcím, a proto je zde spojitá au-
tomaticky. Jediné problémy proto m·ºou nastat v bodech -2 a 1. Podívejme se na jednostranné
limity v t¥chto bodech.

lim
x→−2−

= b sgn(−2)− c = −b− c lim
x→−2+

= (−2)3 − b(−2) + 2 = 2b− 6

lim
x→1−

= (1)3 − b(1) + 2 = −b+ 3 lim
x→1+

= b sgn(1)− c = b− c

Z podmínky na rovnost jednostranných limit dostáváme dv¥ lineární rovnice o dvou nezná-
mých.

−b− c = 2b− 6

−b+ 3 = b− c

Jejím vy°e²ením dostaneme jedinou vyhovující sadu parametr· b = 9
5
, c = 3

5
. V druhé £ásti

máme pro parametry b = c = 1 z de�nice dokázat nespojitost funkce f v bod¥ 1. Znegujme
tedy de�nici spojitosti:

∀ε > 0∃δ > 0 ∀x ∈ Uδ(1) :
∣∣f(x)− f(1)∣∣ < ε

Negace: ∃ε > 0∀δ > 0 ∃x ∈ Uδ(1) :
∣∣f(x)− f(1)∣∣ ≥ ε

Víme, ºe f(1) = sgn(1)− 1 = 0 a ºe

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

x3 − x+ 2 = 2

Ukaºme, ºe existen£nímu tvrzení vyhovuje nap°. ε = 1. Chceme tedy ukázat, ºe

∀δ > 0 ∃x ∈ Uδ(1) :
∣∣f(x)∣∣ ≥ 1

De�nujme δ2 = min{ δ
2
, 1
10
}. Tento výb¥r d¥láme hlavn¥ ze dvou d·vod·: platí, ºe x = 1− δ2 ∈

Uδ(1) a zárove¬ δ2 < 1 a tedy δn2 ≤ δ2 pro n ∈ N. Nyní se jiº jen podívejme na f(1− δ2):

f(1− δ2) = (1− δ2)3 − (1− δ2) + 2 = 1− 3δ2 + 3δ22︸︷︷︸
≥0

−δ32︸︷︷︸
≥−δ2

−1 + δ2︸︷︷︸
≥0

+2 ≥

≥ 2−4δ2︸ ︷︷ ︸
≥− 4

10

≥ 2− 4

10
=

8

5

Tedy platí, ºe pro libovolné δ m·ºeme najít x ve tvaru x = 1 − δ2, a víme, ºe spl¬uje 2
podmínky: x ∈ Uδ(1) a f(x) ≥ 8

5
. Dokázali jsme negaci spojitosti, proto je funkce f v bod¥ 1

nespojitá.
�
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2.)

Dokaºte, ºe (p°íklady 13. a 15. z 5. sady)

arctg(x) + arccotg(x) =
π

2
.

a

argsinh(x) = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
.

�e²ení: Nejprve dokáºeme uºite£nou identitu.

cotg(
π

2
− x) =

cos
(
π
2
− x
)

sin
(
π
2
− x
) =

cos
(
π
2

)
cos(x) + sin(x) sin

(
π
2

)
sin
(
π
2

)
cos(x)− sin(x) cos

(
π
2

) =
sin(x)

cos(x)
= tg(x)

Nyní zavedeme substituci x = tg(y), coº je v po°ádku, pokud bereme y ∈ (−π
2
, π
2
), obor

hodnot funkce tg je na tomto intervalu celé R. Upravujme výraz pomocí dokázané identity.

arctg(x) + arccotg(x) = arctg(tg(y)) + arccotg(tg(y)) = y + arccotg(cotg(
π

2
− y)) = y +

π

2
− y =

π

2

Pro d·kaz druhého vztahu vyuºijeme de�nici hyperbolického sinu. Tato funkce je na celém R

prostá a její obor hodnot je R, jde o bijekci, speciáln¥ aplikováním funkce sinh na ob¥ strany
rovnice je ekvivalentní úprava.

argsinh(x) = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
sinh

(
argsinh(x)

)
= sinh

(
ln
(
x+
√
x2 + 1

))
x =

eln(x+
√
x2+1) − e− ln(x+

√
x2+1)

2

x =
1

2

(
x+
√
x2 + 1− 1

x+
√
x2 + 1

)
x =

1

2

(
x+
√
x2 + 1− x−

√
x2 + 1

x2 − (x2 + 1)

)
x =

1

2

(
x+
√
x2 + 1 + x−

√
x2 + 1

)
x = x

Ekvivalentními úpravami jsme dosp¥li k pravdivému tvrzení, je tedy jasné, ºe také na²e výchozí
rovnice musela být pravdivá.

�
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3.)

Ur£ete p°edpis te£ny (lineární funkce) ke grafu funkce

g(x) =
x5 cos(x)

2x

v bod¥ 1.

�e²ení: Nejprve si uv¥domíme jak vypadá rovnice te£ny v obecném p°ípad¥. Její sm¥rnice
je dána derivací v daném bod¥ x0, poté jiº sta£í ji správn¥ posunout tak, aby se funk£ní
hodnota v te£ném bod¥ rovnala funk£ní hodnot¥ p·vodní funkce. Je snadné ov¥°it, ºe tyto
dv¥ podmínky spl¬uje lineární rovnice ve tvaru:

g′(x0)(x− 1) + g(x0)

V na²em p°ípad¥ je x0 = 1 a proto g(x0) = g(1) = cos(1)
2

. Nyní zderivujme funkci g. Pouºijeme
pravidlo o derivování podílu a sou£inu.(
x5 cos(x)

2x

)′
=

5x4 cos(x)2x − x5 sin(x)2x − ln(2)x5 cos(x)2x

22x
=

(5x4 − ln(2)) cos(x)− x5 sin(x)
2x

Dosadíme hodnotu 1 a dostáváme

(5− ln(2)) cos(1)− sin(1)

2
.

Rovnice te£ny tedy vypadá následovn¥:

t(x) =
(5− ln(2)) cos(1)− sin(1)

2
(x− 1) +

cos(1)

2

�
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