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1.)

Dokaºte, ºe limita neexistuje

lim
x→0

√
1− cos(x)

ln(1 + x)− ln(1− x)

2.)

Bu¤ a > 1, najd¥te limitu

lim
x→a

(
logx(a)

) 1√
x−
√
a
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1.)

Dokaºte, ºe limita neexistuje

lim
x→0

√
1− cos(x)

ln(1 + x)− ln(1− x)

Za£neme s klasickými úpravami s logaritmy.

lim
x→0

√
1− cos(x)

ln
(

1+x
1−x

) = lim
x→0

1+x
1−x − 1

ln
(
1 + 1+x

1−x − 1
)√1− cos(x)

1+x
1−x − 1

Funkce 1+x
1−x − 1 jde do 0, kdyº x jde do 0, a zárove¬ je to hezká racionální funkce, která je

na okolí 0 prostá (neosciluje). Mohu tak pouºít v¥tu o aritmetice limit, rozd¥lit m·j sou£in na
sou£in dvou limit:

lim
x→0

1+x
1−x − 1

ln
(
1 + 1+x

1−x − 1
) lim

x→0

√
1− cos(x)
1+x
1−x − 1

Na první z nich vyuºiji v¥tu o limit¥ sloºené funkce (se spln¥nou podmínkou, ºe vnit°ní funkce
neosciluje).

lim
x→0

1+x
1−x − 1

ln
(
1 + 1+x

1−x − 1
)

︸ ︷︷ ︸
=1

lim
x→0

√
1− cos(x)

2x
1−x

= lim
x→0

1− x

2

√
1− cos(x)

x
= lim

x→0

1− x

2
lim
x→0

√
1− cos(x)

x

Op¥t vyuºíváme aritmetiku limit, konkrétn¥ v¥tu o limit¥ sou£inu. Nyní bychom cht¥li dostat x
pod odmocninu jako

√
x2, ale nesmíme zapomenout, ºe

√
x2 = |x|. Proto je zde vhodné p°epsat

x = |x| sgn(x), kde sgn je znaménková funkce, která vrací 1 pro kladná £ísla, -1 pro záporná a
0 pro 0.

Obrázek 1: Funkce signum

Dostáváme tak

1

2
lim
x→0

sgn(x)

√
1− cos(x)

x2

2
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Nyní se podíváme na jednostranné limity zvlá²´. Funkce signum tak bude bu¤ +1 pokud x→
0+, nebo −1 pokud x → 0−. Zárove¬ op¥t vyuºijeme v¥tu o limit¥ sloºené funkce, kde vn¥j²í
funkce

√
y je spojitá a my tak m·ºeme limitu p°esunout dovnit° do argumentu.

1

2
lim
x→0+

√
1− cos(x)

x2
=

1

2

√
lim
x→0+

1− cos(x)

x2
=

1

2
√
2

1

2
lim
x→0−

−
√

1− cos(x)

x2
= −1

2

√
lim
x→0−

1− cos(x)

x2
= − 1

2
√
2

Vidíme, ºe jednostranné limity se vzájemn¥ nerovnají a proto limita v bod¥ 0 nem·ºe existovat.

2.)

Bu¤ a > 1, najd¥te limitu

lim
x→a

(
logx(a)

) 1√
x−
√
a

Dostali jsme limitu typu ”1∞”, klasický postup je p°epsat výraz do tvaru s exponenciálou
a poté vyuºít její spojitosti a dostat limitu do argumentu.

lim
x→a

(
logx(a)

) 1√
x−
√
a = lim

x→a
e

ln(logx(a))√
x−
√
a = e

limx→a
ln(logx(a))√

x−
√
a

Vypo£t¥me tedy nejprve limitu v argumentu exponenciály. Pouºijeme známý vzorec pro loga-
ritmy.

lim
x→a

ln
(

ln(a)
ln(x)

)
√
x−
√
a
= lim

x→a

ln
(
1 + ln(a)

ln(x)
− 1
)

ln(a)
ln(x)
− 1

ln(a)
ln(x)
− 1

√
x−
√
a
= lim

x→a

ln
(
1 + ln(a)

ln(x)
− 1
)

ln(a)
ln(x)
− 1︸ ︷︷ ︸

=1 z v¥ty o limit¥ sloºené funkce

lim
x→a

ln(a)
ln(x)
− 1

√
x−
√
a

Pokra£ujeme dále s úpravami logaritm·.

lim
x→a

ln(a)
ln(x)
− 1

√
x−
√
a
= lim

x→a

1

ln(x)

ln(a)− ln(x)√
x−
√
a

= lim
x→a

1

ln(x)
lim
x→a

ln
(
a
x

)
√
x−
√
a
=

1

ln(a)
lim
x→a

ln
(
a
x

)
√
x−
√
a

Op¥t máme v £itateli p°irozený logaritmus výrazu, který jde k 1, ud¥láme klasický trik p°i-
£tením a ode£tením 1. Zárove¬ roz²í°íme výrazem

√
x +
√
a, abychom se zbavili odmocnin ve

jmenovateli.

1

ln(a)
lim
x→a

ln
(
1 + a

x
− 1
)

√
x−
√
a

√
x+
√
a√

x+
√
a
=

1

ln(a)
lim
x→a

ln
(
1 + a

x
− 1
)

a
x
− 1

a
x
− 1

x− a

(√
x+
√
a
)

Rozd¥líme:

1

ln(a)
lim
x→a

ln
(
1 + a

x
− 1
)

a
x
− 1︸ ︷︷ ︸

=1 sloºená limita

lim
x→a

a
x
− 1

x− a
lim
x→a

(√
x+
√
a
)

︸ ︷︷ ︸
=2
√
a

=
2
√
a

ln(a)
lim
x→a

1

x

a− x

x− a︸ ︷︷ ︸
=− 1

a

= − 2√
a ln(a)

Proto je výsledná limita rovna

lim
x→a

(
logx(a)

) 1√
x−
√
a = e

− 2√
a ln(a)
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