Matematicka analyza I Domaéci kol 10

Domaci tkol 10

Termin odevzdani: 10. 1. 2025 do vecdera

1.)
Vypoctéte pomoci Taylorova rozvoje:

e2sn@) 1 cos(22) — 22 — 2

lim
=0 1+ 1In(l+xz)— 142z

2.)

Spoététe priblizné hodnotu v/65 pomoci Taylorova rozvoje. Dosahnéte vysledku presného na
5 desetinnych cifer. Zkontrolujte, jestli se pfiblizny vysledek pohybuje v intervalu chyby (Ten
urCete napt. z Lagrangeova tvaru zbytku).

Lagrangetiv tvaru zbytku: I € (a,x) :

f(@) = pal@) = T——y
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1.)

Vypoctéte pomoci Taylorova rozvoje:

e2sin@) 4 cos(27) — 27 — 2

lim
v=0 1+ In(l+2z)—+v1+ 2z

Regeni: Limitu budeme hledat pomoci Taylorova rozvoje, vypisme si zde zakladni rozvoje
kolem 0 pro pouzité funkce.

1 1
e =1+x+ 2>+ =z° + o(z?)

% 6
1
sin(z) =z — 6353 + o(z?)
1
cos(x) =1— 5.%2 + o(z?)
Ly 13 3
In(1 + ) =a =50+ gz + o(x?)
1 1 1
Vit = 1—|—§x— §x2—|—1—6x3—1—0(x3)

Taylorovy rozvoje slozenych funkci vypocteme jako slozeni Taylorovych rozvoji.

: 1 1 1 ! 1 ’
e2sin(®) — 1 4 (2:13‘ - §:1:'3 + 0(333)) + 5 (23: - 5:1:3 + 0(:1:3)) + A (2:6 - §:c3 + o(x3)> + o(2%) =

1 4
:1+2x—§x3+2x2—|—§x3+0($3):

=1+ 2z 4+ 22° + 23 + o(2®)
1
cos(2x) =1— 5(21:)2 +o(z®) =1 — 22* + o(z?)
1 1 1
Vi4+2x =1+ 5(2m) - §(2x)2 + E(Qx)?’ + o(2?) =

1 1
:1+x—§x2+§x3+0(x3)

Nyni jsme jiz pripraveni dat vSechny tyto rozvoje do zadané limity, dostaneme:

2 3 2 3 3 3 3 o(a?)
142z + 22+ 2°+1—22% — 2z — 2+ o(x?) . x® + o(z?) y o1 = .
= _—_—nmm—m— mm —-————-- = —
a0 14+ 73— 122+ 203 — (142 — 2%+ 123) + o(a3) =0 —ad + o(a?) =0 g3 | 4 oa))
O




Matematicka analyza I Domaéci kol 10

2.)

Spoététe priblizné hodnotu v/65 pomoci Taylorova rozvoje. Dosahnéte vysledku presného na
5 desetinnych cifer. Zkontrolujte, jestli se pfiblizny vysledek pohybuje v intervalu chyby (Ten
uréete napt. z Lagrangeova tvaru zbytku).

Lagrangetiv tvaru zbytku: I € (a,x) :

(n+1)
f (f) (l‘ _ Cl)n+1

f(l’) —pg(ﬂf) = (n + 1)[

Reseni: Vytvoiime Tayloriv polynom funkee f (x) = /x kolem bodu a = 64, ktery je touto
funkei snadno vyéislitelny: f(64) = /64 = 4. Nyni ¢elime otazce, do jakého stupné musime
funkci rozvést, aby nam piesnost stacila na 5 desetinnych mist. Chybu mizeme odhadnout
pomoci Lagrangeova tvaru zbytku, ktery tudiz musi mit ¥adové velikost asi 1075, Urceme
Lagrangeho zbytek pro polynom stupné 1.

2 11 S 2 1 1 1
9YE2~ 912 945
To neni dostacujici pfesnost, zkusme tedy najit Lagrangetv zbytek polynomu stupné 2.

—”/6(5) (65 — 64)°

/ //2(5) (65 — 64)> =

~ —0.0001085 ~ —10~*

101 1<1O 1 5
2T Y6 T 27 ygg°6 8148
Tim padem bychom se méli dostat na dostate¢nou presnost pomoci Taylorova polynomu
druhého stupné. Spocitejme ho tedy podle definice:

~ 0.000 000942 ~ 107°

1
2 . - . _-“ . 2
p64(x)_4+3 642(75 64) 29 3645< 64)° =
1 1
=4+ —(z—64) — — 64)2
+48(:c 64) 9‘45(55 64)
2(65)—4+i—L~4020724826
Poat®0) =248 T 9216~

Diky nasemu odhadu na Lagrangetv tvar zbytku mame rigorézné nalezeny interval, kde se
nachazi skutecna hodnota.

/65 € (4.020 724 826; 4.020 724 826 + 0.000 000 942) = (4.020 724 826: 4.020 725 768)

Kazdopadné si mizeme byt jisti, Ze 5 desetinnych cifer mame spravné. Pro zajimavost,
pfesna hodnota v/65 je asi:

/65 = 4.020 725 758 ...




