
Matematická analýza I Domácí úkol 10

Domácí úkol 10

Termín odevzdání: 10. 1. 2025 do ve£era

1.)

Vypo£t¥te pomocí Taylorova rozvoje:

lim
x→0

e2 sin(x) + cos(2x)− 2x− 2

1 + ln(1 + x)−
√
1 + 2x

2.)

Spo£t¥te p°ibliºn¥ hodnotu 3
√
65 pomocí Taylorova rozvoje. Dosáhn¥te výsledku p°esného na

5 desetinných cifer. Zkontrolujte, jestli se p°ibliºný výsledek pohybuje v intervalu chyby (Ten
ur£ete nap°. z Lagrangeova tvaru zbytku).

Lagrange·v tvaru zbytku: ∃ξ ∈ (a, x) :

f(x)− pna(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1
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1.)

Vypo£t¥te pomocí Taylorova rozvoje:

lim
x→0

e2 sin(x) + cos(2x)− 2x− 2

1 + ln(1 + x)−
√
1 + 2x

�e²ení: Limitu budeme hledat pomocí Taylorova rozvoje, vypi²me si zde základní rozvoje
kolem 0 pro pouºité funkce.

ex = 1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 + o(x3)

sin(x) = x− 1

6
x3 + o(x3)

cos(x) = 1− 1

2
x2 + o(x3)

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + o(x3)

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3)

Taylorovy rozvoje sloºených funkcí vypo£teme jako sloºení Taylorových rozvoj·.

e2 sin(x) = 1 +

(
2x− 1

3
x3 + o(x3)

)
+

1

2

(
2x− 1

3
x3 + o(x3)

)2

+
1

6

(
2x− 1

3
x3 + o(x3)

)3

+ o(x3) =

= 1 + 2x− 1

3
x3 + 2x2 +

4

3
x3 + o(x3) =

= 1 + 2x+ 2x2 + x3 + o(x3)

cos(2x) = 1− 1

2
(2x)2 + o(x3) = 1− 2x2 + o(x3)

√
1 + 2x = 1 +

1

2
(2x)− 1

8
(2x)2 +

1

16
(2x)3 + o(x3) =

= 1 + x− 1

2
x2 +

1

2
x3 + o(x3)

Nyní jsme jiº p°ipraveni dát v²echny tyto rozvoje do zadané limity, dostaneme:

lim
x→0

1 + 2x+ 2x2 + x3 + 1− 2x2 − 2x− 2 + o(x3)

1 + x− 1
2
x2 + 1

3
x3 −

(
1 + x− 1

2
x2 + 1

2
x3
)
+ o(x3)

= lim
x→0

x3 + o(x3)

−1
6
x3 + o(x3)

= −6 lim
x→0

x3

x3
1 + o(x3)

x3

1 + o(x3)
x3

= −6

�
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2.)

Spo£t¥te p°ibliºn¥ hodnotu 3
√
65 pomocí Taylorova rozvoje. Dosáhn¥te výsledku p°esného na

5 desetinných cifer. Zkontrolujte, jestli se p°ibliºný výsledek pohybuje v intervalu chyby (Ten
ur£ete nap°. z Lagrangeova tvaru zbytku).

Lagrange·v tvaru zbytku: ∃ξ ∈ (a, x) :

f(x)− pna(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

�e²ení: Vytvo°íme Taylor·v polynom funkce f(x) = 3
√
x kolem bodu a = 64, který je touto

funkcí snadno vy£íslitelný: f(64) = 3
√
64 = 4. Nyní £elíme otázce, do jakého stupn¥ musíme

funkci rozvést, aby nám p°esnost sta£ila na 5 desetinných míst. Chybu m·ºeme odhadnout
pomocí Lagrangeova tvaru zbytku, který tudíº musí mít °ádov¥ velikost asi 10−6. Ur£eme
Lagrangeho zbytek pro polynom stupn¥ 1.

f ′′(ξ)

2
(65− 64)2 = −2

9

1
3
√
ξ
5

1

2
≥ −2

9

1
3
√
64

5

1

2
= − 1

9 · 45
≈ −0.000 108 5 ≈ −10−4

To není dosta£ující p°esnost, zkusme tedy najít Lagrange·v zbytek polynomu stupn¥ 2.

f ′′′(ξ)

6
(65− 64)3 =

10

27

1
3
√
ξ
8

1

6
≤ 10

27

1
3
√
64

8

1

6
=

5

81 · 48
≈ 0.000 000 942 ≈ 10−6

Tím pádem bychom se m¥li dostat na dostate£nou p°esnost pomocí Taylorova polynomu
druhého stupn¥. Spo£ítejme ho tedy podle de�nice:

p264(x) = 4 +
1

3

1
3
√
64

2 (x− 64)− 1

2

2

9

1
3
√
64

5 (x− 64)2 =

= 4 +
1

48
(x− 64)− 1

9 · 45
(x− 64)2

p264(65) = 4 +
1

48
− 1

9216
≈ 4.020 724 826

Díky na²emu odhadu na Lagrange·v tvar zbytku máme rigorózn¥ nalezený interval, kde se
nachází skute£ná hodnota.

3
√
65 ∈ (4.020 724 826; 4.020 724 826 + 0.000 000 942) = (4.020 724 826; 4.020 725 768)

Kaºdopádn¥ si m·ºeme být jistí, ºe 5 desetinných cifer máme správn¥. Pro zajímavost,
p°esná hodnota 3

√
65 je asi:

3
√
65 = 4.020 725 758 ...

�
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