
Matematická analýza I Domácí úkol 1

Domácí úkol 1

Termín odevzdání: 14. 10. 2024 do cvi£ení

1.)

Najd¥te v²echna z ∈ C, která spl¬ují

z4 + 1 = i.

2.)

Dokaºte matematickou indukcí, ºe pro v²echna n ∈ N platí
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3.)

Najd¥te takové mnoºiny A a B reálných £ísel, aby platily v²echny následující podmínky najed-
nou:

� inf A = 1

� inf B = 1

� inf(A ∩B) = 2

� supA = 10

� sup(A ∪B) = 15

� max(A \B) = 5

� maxB existuje

� maxA,minA,minB,min(A ∩B) neexistují
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�e²ení

1.)

Najd¥te v²echna z ∈ C, která spl¬ují

z4 + 1 = i.

Rovnici p°epí²eme do tvaru

z4 = −1 + i.

Pokud je z ∈ C, pak také z4 ∈ C. Musíme tedy vy°e²it, kdy platí rovnost dvou komplexních
£ísel. Ta jsou charakterizována svou velikostí a argumentem, ob¥ hodnoty musí být v p°ípad¥
rovnosti stejné.

Obrázek 1: Komplexní £íslo (ilustrativní obrázek)

Proto musí platit ∣∣z4∣∣ = |−1 + i| (1)

arg(z4) = arg(−1 + i). (2)

Nyní vyuºijeme vlastnosti násobení dokázané na cvi£ení (1. sada, 3 e), f)), p°ipome¬me:

|z1z2| = |z1||z2| (3. e))

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2). (3. f))

Rovnice (1) nám dává ∣∣z4∣∣ = |z|4︸ ︷︷ ︸
podle (3. e))

= |−1 + i| =
√

(−1)2 + 12 =
√
2.

Proto

|z| = 8
√
2

Z rovnice (2) vy£teme

arg(z4)= 4 arg(z)︸ ︷︷ ︸
podle (3. f))

= arg(−1 + i) = arctan

(
1
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)
+π︸︷︷︸

2. kvadrant
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4
+ π =

3

4
π
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Po vyd¥lení rovnice 4 dostaneme

arg(z) =
3π

16

Samoz°ejm¥ musíme drºet v pam¥ti, ºe hledáme 4 °e²ení (protoºe °e²íme polynomiální rovnici
4. °ádu). Ty ostatní najdeme uvaºováním

arg(−1 + i) + 2kπ pro k ∈ {1, 2, 3}

Tedy

arg(z2) =
1

4
(
3

4
π + 2π) =

11π

16

arg(z3) =
1

4
(
3

4
π + 4π) =

19π

16

arg(z4) =
1

4
(
3

4
π + 6π) =

27π

16

V²echna °e²ení pak m·ºeme zapsat v goniometrickém tvaru:

z1 =
8
√
2

(
cos

(
3π

16

)
+ i sin

(
3π

16

))
≈ 0.9067 + 0.6059i

z2 =
8
√
2

(
cos

(
11π

16

)
+ i sin

(
11π

16

))
≈ −0.6059 + 0.9067i

z3 =
8
√
2

(
cos

(
19π

16

)
+ i sin

(
19π

16

))
≈ −0.9067− 0.6059i

z4 =
8
√
2

(
cos

(
27π

16

)
+ i sin

(
27π

16

))
≈ 0.6059− 0.9067i

Obrázek 2: V²echny 4 ko°eny
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2.)

Dokaºte matematickou indukcí, ºe pro v²echna n ∈ N platí
√
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Nejprve se podíváme zdali tvrzení platí pro 1:

1 =

√
1

1
< 2
√
1 = 2. ( )

Nyní budeme p°edpokládat (tzv. induk£ní p°edpoklad, zn. IP), ºe nerovnost ze zadání platí
pro n, a dokáºeme, ºe pak musí platit stejná nerovnost také pro n+ 1:
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Pro levou stranu nerovnice platí:
√
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Pokud dokáºeme, ºe

2
√
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√
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jsme hotovi. Za£n¥me tedy upravovat.
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To zjevn¥ pro p°irozené n platí. Tím jsme dokázali induk£ní implikaci V (n)⇒ V (n+1) a výrok
tedy platí pro v²echna n ∈ N.
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3.)

Nejprve se podíváme na "spodní"£ásti daných mnoºin. Pot°ebujeme, aby ob¥ m¥ly stejné in�-
mum, ale jejich pr·nik m¥l in�mum odli²né. To zajistíme tak, ºe tyto mnoºiny budou u 1 dis-
junktní, nap°. mnoºinyX = {1, 2}, Y = (1, 2] spl¬ují p°esn¥ danou podmínku infX = inf Y = 1
a inf(X ∩ Y ) = 2. Klí£em je p°edev²ím ta disjunktivita, in�mum pr·niku nemusí s in�my p·-
vodních mnoºin v·bec souviset (viz 2. sada 14.).

Zadání nám v²ak zakazuje, aby na²e mnoºiny m¥ly minimum (tedy p°íklad X je v na²em
p°ípad¥ nepouºitelný). Musíme vymyslet dv¥ mnoºiny které se svými prvky blíºí k 1 ale jsou
disjunktní. Jednoduchý p°íklad takovýchto mnoºin je t°eba

A1 = {1.1, 1.01, 1.001, 1.0001, . . .}
B1 = {1.2, 1.02, 1.002, 1.0002, . . .}.

Zbytek podmínek je uº vcelku snadný, sta£í správn¥ navolit intervaly. Zaprvé do obou mno-
ºin p°idejme interval (2, 3), tak bude pr·nik mít to správné in�mum bez minima.

A2 = (2, 3)

B2 = (2, 3)

Dále do A p°idejme interval

A3 = (4, 10),

aby obsahovala £íslo 5 a její supremum bylo 10 (ale maximum ne). Mnoºina B pak £íslo 5
obsahovat nesmí. Dále vidíme, ºe sup(A∪B) = 15. K vy°e²ení této podmínky musíme dokázat
vcelku intuitivní tvrzení:

Tvrzení 1. Nech´ A a B jsou neprázdné shora omezené mnoºiny reálných £ísel, pak platí

sup(A ∪B) = max{supA, supB} (3)

D·kaz. Tvrzení je velmi jednoduché. Bez újmy na obecnosti (BÚNO) p°edpokládejme, ºe
supA ≥ supB. Pak supA je ur£it¥ horní závorou sjednocení A ∪B. Platí

∀x ∈ A ∪B : x ≤ supA

Dále z de�nice víme, ºe platí

∀ε > 0∃x0 ∈ A : x > supA− ε

Pokud takové x0 umíme najít v A, tím spí² ho umíme najít také v A ∪B. Platí tedy

∀ε > 0∃x0 ∈ A ∪B : x > supA− ε

Máme spln¥ny ob¥ charakteristické podmínky pro supremum, proto sup(A ∪B) = supA.

Z toho jiº jednozna£n¥ plyne, ºe supremum (a tedy i maximum) mnoºiny B je 15. P°idejme
tedy

B3 = (5, 15]

Nyní sta£í vzít mnoºiny A a B jako

A = A1 ∪ A2 ∪ A3

B = B1 ∪B2 ∪B3
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