Matematicka analyza I Domaci kol 1

Domaci kol 1

Termin odevzdéani: 14. 10. 2024 do cviceni

1.)

Najdéte vSechna z € C, ktera spliuji

2.)

Dokazte matematickou indukei, Zze pro vSechna n € N plati

1 2
N

3.)

Najdéte takové mnoziny A a B realnych ¢isel, aby platily v8echny néasledujici podminky najed-
nou:

e inffA=1

e infB=1

e inf(ANB) =2
e supA =10

e sup(AUB) =15
e max(A\ B)=5
e max B existuje

e max A, min A, min B, min(A N B) neexistuji
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Regeni
1.)
Najdéte vsechna z € C, kterd spliuji
A 41=1
Rovnici prepiSeme do tvaru
=1+

Pokud je z € C, pak také z* € C. Musime tedy vyiesit, kdy plati rovnost dvou komplexnich
¢isel. Ta jsou charakterizovana svou velikosti a argumentem, obé hodnoty musi byt v ptipadé
rovnosti stejné.

/e/

¢ \. arg(z)

Obrazek 1: Komplexni &islo (ilustrativni obréazek)

Proto musi platit
|24 = |1+ (1)
arg(z*) = arg(—141). (2)
Nyni vyuzijeme vlastnosti nasobeni dokdzané na cviceni (1. sada, 3 e), f)), pfipomenme:

|2122| = |21 ][ 2] (3. ¢))
arg(z122) = arg(z1) + arg(zq). (3. 1))

Rovnice (1) nAm dava

12 =1 =14l = V(12 + 12 = V2.
——
podle
Proto
2] = V2
Z rovnice (2) vycteme
arg(z*) = 4arg(z) = arg(—1 +14) = arctan <L> tr =l m= §7r
—_———— —1 ~—~ 4 4
podle 2. kvadrant
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Po vydéleni rovnice 4 dostaneme

3T
arg(z) = ¢

Samoziejmé musime drzet v paméti, Ze hledame 4 feSeni (protoze Fesime polynomialni rovnici
4. fadu). Ty ostatni najdeme uvazovanim

arg(—1+1) + 2k7 pro k € {1,2,3}
Tedy
1,3 11
arg(zg) = Z(Zﬂ. -+ 27T) = 1—5‘-
1,3 19
arg(zz) = Z(Zﬂ +4m) = 1—(?
1.3 27T

arg(z4) = = (=7 + 6m) =

44 16

Vsechna feSeni pak miizeme zapsat v goniometrickém tvaru:

3 3
) cos(£) +i sin(l—g)) ~ 0.9067 -+ 0.6059i

29 = V2 | cos ~ —0.6059 + 0.9067:

2a =2 | cos ~ 0.6059 — 0.9067:

(%
1
23 = V2 cos( gﬂ) + 7 sin

1
9”) ~ —0.9067 — 0.6059i

Z 100

Z1

05+

e

Z3 05+

Obrézek 2: VSechny 4 koteny
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2.)

Dokazte matematickou indukci, Ze pro vSechna n € N plati

\/_+£+ +g<2\/ﬁ

Nejprve se podivame zdali tvrzeni plati pro 1:

1:\/TT<2¢I:2. (v)

Nyni budeme piedpokladat (tzv. indukéni predpoklad, zn. IP), ze nerovnost ze zadani plati
pro n, a dokdzeme, 7e pak musi platit stejn4 nerovnost také pro n + 1:

Ao S

< 2¢/n - chceme dokézat

Pro levou stranu nerovnice plati:
£+£+ +@+” <2\/_ ynt1
1 2 n, n+1l n+1
<2/ podle TP

Pokud dokézeme, Ze

VEa!

n+1

2/ +

< 2vn+1,

jsme hotovi. Zacnéme tedy upravovat.

<2Vn+1-2yn
<2<W—\/ﬁ)

1 Vitl+yn
Vel AR Rv e v
1 n+1—n
Vil CVaiiive
Vn+1l+vn<2vn+1

Vn<vn+1

To zjevné pro pfirozené n plati. Tim jsme dokazali indukéni implikaci V(n) = V(n+1) a vyrok
tedy plati pro vSechna n € N.

]
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3.)

Nejprve se podivime na "spodni'¢ésti danych mnozin. Potifebujeme, aby ob& mély stejné infi-
mum, ale jejich prinik mél infimum odligné. To zajistime tak, Zze tyto mnoziny budou u 1 dis-
junktni, napf. mnoziny X = {1,2}, Y = (1, 2] spliiuji pfesné danou podminku inf X = infyY =1
a inf(X NY) = 2. Klicem je pfedeviim ta disjunktivita, infimum priniku nemusi s infimy pi-
vodnich mnozin vitbec souviset (viz 2. sada 14.).

Zadani nam vSak zakazuje, aby naSe mnoziny mély minimum (tedy piiklad X je v nasem
piipadé nepouzitelny). Musime vymyslet dvé mnoziny které se svymi prvky blizi k 1 ale jsou
disjunktni. Jednoduchy piiklad takovychto mnozin je tfeba

A; = {1.1,1.01,1.001,1.0001, ...}
By = {1.2,1.02,1.002,1.0002, .. .}.

Zbytek podminek je uz vcelku snadny, staci spravné navolit intervaly. Zaprvé do obou mno-
zin pridejme interval (2, 3), tak bude prunik mit to spravné infimum bez minima.

Ay = (27 3)

BQ - (2, 3)
Déale do A pridejme interval

As = (4,10),

aby obsahovala ¢islo 5 a jeji supremum bylo 10 (ale maximum ne). Mnozina B pak ¢islo 5
obsahovat nesmi. Déle vidime, Ze sup(AU B) = 15. K vyfeseni této podminky musime dokazat
veelku intuitivni tvrzent:

Tvrzeni 1. Necht A a B jsou neprizdné shora omezené mnoziny redlnijch c¢isel, pak plati
sup(A U B) = max{sup A, sup B} (3)

Diikaz. Tvrzeni je velmi jednoduché. Bez tjmy na obecnosti (BUNO) piedpokladejme, Ze
sup A > sup B. Pak sup A je urcité horni zavorou sjednoceni A U B. Plati

Vie AUB: x <supA
Dale z definice vime, Ze plati
Ve >0drg€e A: x >supA—«¢
Pokud takové xy umime najit v A, tim spis ho umime najit také v A U B. Plati tedy
Ve >0drxp € AUB: x >supA —¢

Mame splnény obé charakteristické podminky pro supremum, proto sup(A U B) = sup A.
O

Z toho jiz jednozna¢né plyne, Ze supremum (a tedy i maximum) mnoziny B je 15. P¥idejme
tedy

B3 = (57 15}
Nyni stac¢i vzit mnoziny A a B jako

A:A1UA2UA3
B =B, UByU DBs



