Matematika pro fyziky II Zapoctovy test 2

1.) Ve smyslu hlavni hodnoty spoctéte integral

> 22cos(x) .
/_OO =3+ 2) dz. (8 bodu)
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2.) Pro kladny parametr a spoctéte integral
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bez dukazu muzete pouzit fakt, ze



Matematika pro fyziky II Zapoctovy test 2

1.) Ve smyslu hlavni hodnoty spoctéte integral

*  z%cos(z) o

Reseni: Jde o velice standardni ptipad na pouziti Jordanova lemmatu. Nejprve si roz-
myslime, ze pro redlnd x muzeme integral psat jako

> 2?cos(w) > r2e™
I = dr = R dxr = Re J.
e R o e Rt

J
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Nyni si rozmyslime po jaké kiivce chceme integrovat. Chceme uzaviit interval [—R, R], to
udélame polokruznici v horni poloroviné. Zaroven se ale musime vyhnout singularité na
realné ose v bodé 3. Budeme tedy integrovat pres pulmésic s ”vykouslym zubem”.
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Tim jsme ziskali uzavienou ktivku ¢ presné pro pouziti reziduovy véty. Definujme novou
o 2 ,
komplexni funkei f(z) = ( . Pak vime,

2221

(z=3)(22+2)
dz = dz + dz + dz + dz = 2mi Res s,
Aﬂdz Lﬂ@z Lﬂ@z Lﬂdz Lﬂ@z niRes. g, £ (2)

Nyni zalimifme rovnici pro R — 0o a € — 0. Pravé strana na téchto parametrech nezévisi
(jakmile je pél v/2i vevniti kiivky). Nalevo mame zédsti

lim lim f(z) dz + / f(z) dz| = J.
e—0t R—o0 o1 03

V integralu pfes @9 obihdme pdl ndsobnosti 1, tedy pouzijeme presné lemma fikajici (limitu

pres R muzeme vypustit, protoze tento integrdl na ném stejné nezdvisi)

9 45 97

gﬁlj@dmww—wA_ﬂﬂgﬂ@@—a_ﬂﬁf = T (sin(3) — i cos(3))
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Nakonec se podivame na integral pres ¢4, ten posleme do 0 diky Jordanovu lemmatu.
Vidime, ze f(z) je presné funkce z predpokladu (spliuje spojitost a tak dale), dokonce s
exponentem ozt = 24, tedy a = 1. Staci nam tedy, aby M, — 0 kdyz p — oc.
2
p 1
~—-——0

(p=3)p*+2) »p
Vidime, ze zde je pouziti Jordanova lemmatu opravdu dulezité, protoze pouhym odha-
dem integralu typu "hodnota funkce x délka kiivky”bychom dostali asymptotické chovani
pM, =1, coz nejde k nule. Kladné o a horni polorovina jsou esencialni.

Na druhé strané rovnice mame spocitat reziduum v bodé v/2i. Jedn4 se o jednondsobny
pol, tedy pres jednoduchy vzorecek dostavame

M, ~

o L =22 V2e V(34 V2i)
Res s; = Z1_1>H\/1§Zf(z)(z —V2i) = (V2i —3)2v2i 11-2

Celkové nam z reziduové véty vypadne vztah

2e~V2 2i
J+ ?—7{ (sin(3) — i cos(3)) = 2i 2 11<3;.— \/_Z)7
- 2i

ze kterého uz jen drobnymi tpravami ¢teme vysledek

_ReJ = T (V32 _ 34
I =ReJ = 5 <\/§e 381n(3)>




Matematika pro fyziky II Zapoctovy test 2

2.) Pro kladny parametr a spoctéte integral

* VxIn(ax)

d 10 bodu
0 (.7; + ].)2 o ( ¢ Ul)
bez dikazu muzete pouzit fakt, ze
/Oo i de = &
o (z4+1)2 2

Resent: K pocitani komplexniho integrélu s logaritmem a odmocninou je zapotiebf si zvolit
jakou vétev komplexniho logaritmu budeme pouzivat. Zde to rozhodnuti jde ruku v ruce
s volbou integracni kfivky. Vybereme si Pac-mana smérem kladné redlné osy a presné tu

vyjmeme z defini¢ntho oboru naseho logaritmu. Bereme tedy argumenty komplexnich ¢isel
z intervalu (0, 27).

P2

©1

¥3

Integrovanou funkci si opét rozsitime do komplexni roviny, tentokrat velmi piimocare jako

_ V/zIn(az) s

a podivame se, co nam o integrovani po uzaviené kiivce ¢ fekne reziduova véta. Klasicky
plati, ze

Af@) dz—/%f(z) dz+/

P2

£(2) dz + /

®3

f(z) dz +/ f(z) dz = 2miRes_; f(2).

P4
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Podivejme se pozorné na jednotlivé ¢asti kiivky a k ¢emu jejich integraly konverguji v limité
R — 00,e — 0" an— 0. K tomu se ndam bude hodit znat jejich parametrizace:

pi(t) = te™, pro t € [¢, K]
©o(t) = Re™, prot € [n,2m — 1]
@3(t) = te@™ i, pro t € [R,¢]
pa(t) = ee™, pro ¢ € [2m —1,7)

Zatnéme s integrdlem pres ;: dosad me parametrizaci (prevedeme na klasicky Lebesguetuv
integrél) a zlimitme vSechny tii parametry.

B /R Viet (In(at) + ni) ™ R /OO Vtn(at) die T
€ 0

fz) d (tem + 1)2 (t+1)?

®1

To stejné provedme s ¢asti vs:

/ ) e /Ra Vte 7" (In(at) + (2 — n)i) e Y / Vite™ (In(at) + 2mi) My

(te@m) 1 1)2 (t+ 1)

> /tn(at) WVt
= — dt + 27 dt=1 2
/0 (t—|—1)2 + m/o (t—|—1)2 + 7,

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili ndpovédu v zadani.

Daéle se podivejme na integral ptes velky oblouk 5. Integrujeme ptes obé poloroviny, to
nam ale nevadi jelikoz stejné nevyuzivame verzi s exponencidlou (mdme a = 0). Staéi jen
argumentovat, ze

Vpln(ap) _In(ap)

pM, ~ p
’ (p+ 1) VP

Proto
/ f(z) dz — 0.
P2

Nakonec se podivame na integral ptes ¢4, ktery odhadneme jako "hodnota funkce x délka
krivky”

) dz

velnae) e .
< ( Cr1) (5 n 1)2> 2me < Cev/zln(ag) — 0

Nyni uz zbyva pouze dopocist reziduum v —1. Zde se jedna o p6l ndsobnosti 2, proto musime
pouzit obecny vzorec s derivaci. Zde poznamenejme, ze z véty o derivaci inverzni funkce
pro komplexni ¢isla vyplyvé, ze na C\ {z € C;Im(z) = 0,Re(z) > 0} muzeme komplexni
logaritmus derivovat a jeho derivace je rovna standardné %

In(az) /2

Res 1 f(2) = lim [f(2)(z+1)%] = lim [VzIn(az)] = Jim NG +-—a=
In(a) +mi i
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V posledni rovnosti vyuzivdme faktu, Ze —1 = ™. Dame-li vSechny poznatky dohromady,
dostavame

| .
oI + 7% = 2mi (M —z')
7

I== (In(a) +2).

A

Muzeme jednoduse dosadit napiiklad a = 3 a ¢ist

/OOM dx:g(ln(3)+2)

(x 4+ 1)2




