Matematika pro fyziky II Zapoctovy test 1

1.) Na intervalu (—m, 7] rozvinte funkci e**, a € R, do trigonometrické Fourierovy fady. Dis-
kutujte konvergenci dané fady a dosazenim vhodného bodu spoctéte
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2.) V zavislosti na parametru s € R\ {j:%g; 2; 6} urcete hodnotu integralu

/ GC_1PGtstd) & (8 bodi)

|z —s| =2

kde kiivku obihame v kladném smeéru.
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Resent: Interval mé standardni délku 2, prodlouzime tedy nasi funkei periodicky na celé
R s délkou periody 27. Zacneme hledat Fourierovy koeficienty z definice. Udélejme nyni
poznamku, ze uvazujeme pouze « # 0, jinak je funkce konstanta a Fourieruv rozvoj je pro
ni trivialni (sama je bazovou funkei).

1 [T 11 ,,]" e —e®  2sinh
_ /em dp — {_em} _ M —er™ _ 2sinh(am)

AT a7

Dale spocitame koeficienty a,, pomoci dvojtého per partes. VSimneme si, ze béhem vypoctu
se nam mezi vyrazy objevi také predpis pro koeficienty b,, jejich vypocet si tak pozdéji
usnadnime.

1 /7T . u = e — u' = ™
a, = — e cos(nx) doe =| L —
TJ_, v' = cos(nr) — v = sin(nz)
1 1 w — Lo — ax
= — [e™ sin(nx)]” a2 e sin(nzx) dr = u, ‘ o af =
™m T on7 J_ v =sin(nz) — v = —: cos(nx)
~ ~ / N m n
= ~
2 ™
o ax w o ax
= — _—— d —
— [€® cos(nz)] i e cos(nx) dz
2
a _ a
=— (€™ cos(mn) — e~ cos(—mn)) — 3 0n
2
a, = (—1)"7T—:2 sinh(am) — %an
Proto

Pro vypocet koeficientu b, vyuzijeme prvni dva rfadky nasich predchozich kalkulaci, které
fikaji, ze

an:()—gbn
n

n n = 2a o
b, = ——a, = _E(_l) T 1 o) sinh (o)
2
by — (=) n sinh(ar).

7 (n? 4 a?)
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Cela Fourierova rada vypadd tedy nasledovné

e = % + Z a, cos(nz) + Z by, sin(nzx)
n=1 n=1

sinh(ar) n 2a :
= T + ;(—1) m smh(cwr) COS(nx) =

S 2
+ nz:;(— 1)t 7r(n2—7—l|m042) sinh(a) sin(nx).

Nyni udélame par komentaiu ke konvergenci dané tady abychom veédéli, zda opravdu
muzeme psat mezi funkei a fadou znaménko ”=". Vime, ze na intervalech, kde je rozvadéna
funkce spojita a po ¢astech spojité diferencovatelna, tam castecné soucty konverguji lokélnée
stejnomeérné k puvodni funkei. U nds funkce e** spliuje podminky na (—m, ), zde tedy rov-
nost mezi fadou a funkei plati. Ovsem v bodech 7w+2k7 nastava u prodlouzené 2m-periodické
funkce k nespojitosti. Tam tato konvergence (znaménko ”=") neplati, misto toho tam rada
konverguje bodové k aritmetickému pruméru jednostrannych limit, tedy v nasem ptipadé

eonr _'_ e—aﬂ'

5 = cosh(am).

Poslednim 1kolem je dosadit spravny bod a spocitat tak soucet rady
>
f=n?+3

Vsimnéme si, ze koeficienty u sini maji nadbytecné n v citateli a neshoduji se se cleny,
které chceme scitat. Zkusime tedy sinovou c¢ést fady vyeliminovat dosazenim bodu 7. Tim
zéroven vyrobime z cos(nx) presné (—1)", které v kosinovych koeficientech pokrati svoji
druhou kopii. Jelikoz bereme krajni bod intervalu (bod nespojitosti), pamatujeme k ¢emu
zde tada konverguje (cosh(am)) a piseme

sinh(ar) = 2asinh(ar) < 1
cosh(ar) = e + - Z T
n=1

Nyni uz staci jen a pouze dosadit za o = v/3 a &iselnou fadu vyjadfit z rovnice

sinh (/37 2v/3sinh(+/37) =
ca(var) < ) PO 1

cosh(+/3m
i 1 _\/gﬂ—sinhé—\/gwg_l _\/§7TCOth<\/§7T)—1
n2+3 6 N 6

n=1
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2.) V zavislosti na parametru s € R\ {j:‘/Tg; 2; 6} urcete hodnotu integralu

/ c dz, (8 bodi)

(z—4)2%(z+ s+1)

|z —s] =2

kde ktivku obithame v kladném smeéru.

Resend: Nejprve si uvédomime, o jakou kiivku jde. Zapis |z — s| = 2 ¢teme jako "body z,
které maji od realného cisla s vzdalenost 2”7, je to tedy kruznice se sttedem v bodé s a
polomérem 2. Je to tedy uzaviena kiivka. Pokud by v jejim vnittku byla integrovana funkce
holomorfni, byl by integral trivialné nulovy. Funkce uvnitt vsak ma dva body singularity a
to 2z =4 a z = —s — 1. Podivejme se pro jaké hodnoty parametru s jsou tyto body uvniti
nasi kruznice.

Im

% s jl Re
+ —+
—s—1
To muzeme nahlédnout z obrazku nebo jednoduse vySetfit nerovnice
14 —s| <2 | —s—i—s] <2
(4—3s)? <4 (25> +1<4
4s* < 3
3 V3
s € (2,6), s € (—%,%) :

Vidime, ze v kruznici nikdy nejsou obé singularity nardz. Proto muzeme pouzit Cauchyho
vzorec pro integral pres uzavienou krivku z funkce s jednim poélem uvnitt. V prvni fadé pro
5 € (—ﬁ ﬁ) definujme funkci

29 2
2

fi(z) = G0

kterd holomorfni uvnitf nasi kruznice (pro dand s). Integral tak muzeme psat jako

= ¢ = —fl(z) z .= 2mifi(—s—1) =
1) = / CETCCETET Rl / st o miAl )=

|Z = 8‘ =2 |Z - 8’ =9 Cauchyho vzorec

—s—1

P ——
s —i—a)
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V druhém piipadé pro s € (2,6) je uvniti kruznice bod 4. Pro tento pripad definujme funkci

e* LZts+i—1

RE) = e = Ty

a opét pouzijme Cauchyho vzorec

- e* o f2<z) PR . _
Is) = / (2 —4)2(z+ s +1) d / (z —4)? de = 2mify(4)

Cauchyho vzorec

|z —s| =2 |z — 5| =
3 .
= 2m’e4+;+,z.
(44 s+1)?

Mimo tyto intervaly je vnitifek kruznice holomorfni a integral je nulovy. Celkové tedy

( —s—1i
g € V3 V3
QWZm pro s & <—7, 7) 5
I(S) = . 4 3 + s+ 7
2me m pro s € (2, 6),
0 jinde.




