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Domáćı úkol 9

Termı́n odevzdáńı: středa 20. 5. 2026 do večera

1.)

Spočtěte Fourierovu transformaci funkce

f(x) =
cosh(ax)

cosh(πx)
, 0 ≤ a < π, x ∈ R.

Výsledek upravte do tvaru reálné funkce f̂(ξ, a).

Řešeńı: Vyjdeme klasicky z definice Fourierovy transformace

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

cosh(ax)

cosh(πx)
e−2πixξ dx.

Nyńı ještě rozeṕı̌seme hyperbolický kosinus na exponenciály a dostáváme∫ ∞
−∞

e(a−2πiξ)x + e(−a−2πiξ)x

eπx + e−πx
dx.

To je klasický př́ıklad na reziduovou větu s exponenciálami a integrováńım přes dlouhý
obdélńık. Jelikož chceme to, aby byl jmenovatel stejný (minimálně až na znaménko) také
na horńı podstavě, zvoĺıme obdélńık s výškou 1. Rovnou si rozmysleme, kde lež́ı singularity
naš́ı funkce. Je to v bodech, kde je jmenovatel nulový, tedy

eπx + e−πx = 0 2πx = πi+ 2kπi

e2πx = −1 x =
i
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Rozdělme integrál na dvě části, vyřeš́ıme prvńı z nich:

Ia =

∫ ∞
−∞

e(a−2πiξ)x

eπx + e−πx
dx,

druhá polovina I−a by se vyřešila analogicky.
začneme s identifikaćı limit pro integrály přes jednotlivé části obdélńıku. Je zjevné, že

lim
R→∞

∫
γ1

e(a−2πiξ)z

eπz + e−πz
dz = lim

R→∞

∫ R

−R

e(a−2πiξ)t

eπt + e−πt
dt = Ia

Dále se pod́ıvejme na část γ3. Zde nám zbude netriviálńı faktor v čitateli

lim
R→∞

∫
γ3

e(a−2πiξ)z

eπz + e−πz
dz = lim

R→∞

∫ −R
R

e(a−2πiξ)(t+i)

eπ(t+i) + e−π(t+i)
dt =

= lim
R→∞

−
∫ R

−R
eai+2πξ e(a−2πiξ)t

−(eπt + e−πt)
dt = eai+2πξIa.

U úsek̊u γ2 a γ4 si stač́ı rozmyslet, že hodnoty naš́ı funkce zde rychle klesaj́ı do nuly
(předevš́ım d́ıky odhadu a < π roste jmenovatel vždy rychleji než čitatel). Proto plat́ı

lim
R→∞

∫
γ2

e(a−2πiξ)z

eπz + e−πz
dz = lim

R→∞

∫
γ4

e(a−2πiξ)z

eπz + e−πz
dz = 0

Z reziduové věty pak př́ımo plyne(
1 + eai+2πξ

)
Ia = 2πiRes i

2
f(z).

Při poč́ıtáńı rezidua muśıme dát pozor na to, že ačkoli je i
2

jednonásobný kořen jmenovatele,
neńı to pouhý lineárńı polynom, nýbrž rozd́ıl exponenciál. Bud’to můžeme opatrně poč́ıtat
limitu, nebo jmenovatele zderivujeme a dostaneme

Res i
2
f(z) = lim

x→ i
2

e
ai
2
+πξ

πeπz − πeπz
=
e

ai
2
+πξ

2πi
.

Celkově tedy plat́ı, že

Ia =
e

ai
2
+πξ

1 + eai+2πξ
I−a =

e−
ai
2
+πξ

1 + e−ai+2πξ

Posledńı úpravy nám pak daj́ı

Ia + I−a =
e

ai
2
+πξ
(
1 + e−ai+2πξ

)
+ e−

ai
2
+πξ
(
1 + eai+2πξ

)
1 + eai+2πξ + e−ai+2πξ + e4πξ

=

=
e

ai
2
+πξ + e−

ai
2
+3πξ + e−

ai
2
+πξe

ai
2
+3πξ

e2πξ
(
e2πξ + e−2πξ + eai + e−ai

) =

=
1

2

e
ai
2

(
eπξ + e−πξ

)
+ e−

ai
2

(
eπξ + e−πξ

)
cosh(2πξ) + cos(a)

=
2 cosh(πξ) cos

(
a
2

)
cosh(2πξ) + cos(a)
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