Matematika pro fyziky II Domaéci tkol 7

Domaci ukol 7

Termin odevzdani: patek 24. 4. 2026 do vecera
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Spoctéte integral
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ve smyslu hlavni hodnoty.

Resent:

Tento priklad je vcelku standardni. Primitivni funkce k integrandu se hleda tézko, proto
nebudeme pouzivat Newtonuv vzorec pro vypocet urcitého integralu, ale pujdeme na to
pres reziduovou vétu. Udélejme tedy z nasi funkce funkci komplexni:
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Jelikoz integrujeme pies realnou osu, ¢isla z jsou v integrandu stéle redlna, muzeme proto
integral prepsat jako
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Na pouziti reziduové véty musime integrovat pres uzavienou krivku. Tu nyni sestrojime.
Cést v bude na redlné ose, celou redlnou osu parametrizovat nemuzeme, jelikoz v bodé 2
ma nase funkce singularitu - pol nasobnosti 1. Ten musime obéhnout po kruznicovém polo-
oblouku 7,. Dale pak budeme pokracovat na redlné ose po usecce 3. Kiivku pak uzavieme
velkym poloobloukem v, zpét na zacatek.
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Resme dile
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Nyni se podivejme na limity jednotlivych éasti (pro R — oo a ¢ — 07). Nejprve konsta-
tujme, ze nami hledany integral je
lim 1 " d
im lim z
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ktery se limitami natdhne na celou redlnou osu. Zbylé dva segmenty jsou jistymi pomocnymi
odbockami, které chceme ve findle zanedbat. Pro 4 ndm postaci Jordanovo lemma: obihdme
po polokruznici v horni poloroviné, funkce je pro dostatecné velkd R spojita vné oblouku,

exponent v exponenciale ma hodnotu a = 1 a zbytek funkce se chova jako ~ %, tudiz ma

v nekonec¢nu dostatecné rychly pokles. Muzeme tedy lemma pouzit a vyvodit
eiz
lim dz=0
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Zbyva identifikovat integral z ¢asti 5. Zde obihdme pdl nasobnosti 1 a limitime s po-
lomérem do 0, muzeme tak pouzit vzorecek z lemmatu Obihdni polu ndsobnosti 1. Spoc¢teme
limitu
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Jelikoz pol obihame po oblouku na ¢asti od ihlu 7 do 0, plati
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Rozlustili jsme k ¢emu konverguji integraly pres jednotlivé casti kiivky, vidéli jsme, ze
¢ast je integral, ktery nas zajima. Proto nyni spocteme pres rezidouvou vétu integral ptes
celou uzavienou kiivku. Tento integral se limiténi viibec neméni, protoze od jistého R a &
se pocet singularit uzavienych kiivkou neméni.

Rozlozme jmenovatel podle vzorecku na soucin, abychom uré¢ili singularity a jejich
nasobnosti
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Vidime, ze jedind singularita, kterd se uvniti kiivky vyskytuje, je 2z = 7, i kdyz s nasobnosti
2. Staci spocitat jedno reziduum podle vzorce
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Pak podle reziduové véty mame

™

J = 2mi Res; = 2mi
mi Res; f(z) = 2mi =

(7 — 24i) = —— (24 + 7).
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Nyni staci od integralu pres celou kiivku odecist integraly ptes ¢asti o a 74, podle nasich
prvotnich tvah plati
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