Matematika pro fyziky II Domaci tkol 5

Domaci ukol 5

Termin odevzdani: ¢tvrtek 2. 4. 2026 do vecera

1.)
Ovérte, ze pro zobrazeni

1
F(z) = -
(z) =z + .

plati Cauchy-Riemannovy podminky mimo pocatek, a je tudiz holomorfni na C\ {0} (Existenci
totalniho diferencidlu ukazovat nemusite). Poté najdéte pod timto zobrazenim obraz kruznice

K zadané
N 1 1. 9
24+ - —<-i|=—
5 3 10 (7
sta¢i najit parametrizaci kiivky + néacrtek.
Nakonec si vyberte oblibenou vétev komplexniho logaritmu a spoctéte

ln<F (1—70+%z)>

bod lezi 1—70 + %2 na K. Uvazujme, ze kruznici K obéhneme a dostaneme se opét do stejného

K:{ZGC,

bodu. Znovu spocitejte hodnotu In <F (1—70 + %z)) za predpokladu, ze arg F'(z) béhem pohybu

zavisel spojité na z.

Resent: Ovéreni C-R podminek nenf nic tézkého, musime nejprve rozepsat funkéni hodnotu
jako f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y), to se ndm bude hodit mimo jiné i pro dalsi
pocitani.

fe)=et t iy — iy W 1+ Y tig(1 !
2)=z+-=z+iy+ ——=zx+1 = 45 — |+ -
z 4 x + 1y Y x? 4 32 x? 4+ y? o x? + y?
u(a.y) v(@)

Ovérme nyni, ze mimo pocatek, plati vztahy
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Nyni se podivame na obraz kruznice K, vyjadiime parametricky realnou a imaginarni
¢ast zobrazenych bodu. Kruznice K mé stred v bodé —% + %z a polomér . V roviné R?

10°
bychom ji zapsali rovnici
1\ 2 1\ 2 9\2
() +(-3) = ()

Z ni muzeme napiiklad vyjadiit vyraz 2% + y? jako
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Je to jisté zjednoduseni které muzeme dosadit do vzorecku pro u a v, ale tvar kiivky se
stale dedukuje Spatné.
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Zkusme tedy alespon kiivku nacrtnout, parametrizujme pomoci proménné ¢ jako

1 9 1 9
z(t) = —= + == cos(?), t) = = + —sin(i),
(1) =~ + = cos(t) (t) = 5 + o sin(t)
kombinaci s predchozimi vzorci jsme jiz schopni obraz kruznice parametricky popsat a
vykreslit pomoci néjakého softwaru, napr. Wolfram Mathematica.

Dulezité je pro nas, ze kiivka zjevné neobkrouzi poc¢atek soutradnic.
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Spoctéme komplexni logaritmus zadaného bodu F (% + %2) Moje oblibena vétev lo-
(—m, m].

garitmu je ta, kterd bere argument defaultné z intervalu (—m, 7]. Poc¢itejme nejprve obraz
bodu
F(? +1i> 7 L4 1 —|—i1 ! 1 10087 Z,359
=Rt = = 2 2 2 - 2 2 | — - :
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Nyni jsme schopni spocitat logaritmus, nejprve si predpocitejme velikost a argument
7 7 +1. 29 /2041 I 7 _}_1, . 3590

— 4+ =i )| ==1/— ar — 4+ =3 = —arc —

10" 3 30V 541 &\ 1073 &\ 30261 )
proto plati

7 1 29 /2041 3590
In{F|—=+ 3 =In| —{/—— | —iarctg | —— | = 0.62998... — ¢ 0.11808...
n( <10+32)> n<30 T ) @arcg(30261) 0.62998 ¢ 0.11808

Vzhledem k tomu, Ze obraz kiivky se neobtoci kolem pocatku, jak je patrné z nacrtku, argu-
ment ¢isla po obéhnuti krivky dokola bude opét stejny a to samé plati hodnotu logaritmu.

PS. Omlouvdm se za hnusna ¢isla, snazil jsem se zadat krivku, ktera se zobrazi na
tvar pripominajici profil kiidla od letadla (stejné jsem tam udélal chybu :D). Jelikoz jsme
zobrazili kruznici na nasi kfivku zobrazenim, které bylo holomorfni - tedy konformni -
vné kruznice, je mozné stejnym zobrazenim hezky mapovat také proudnice pripadného
laminarniho proudéni kolem danych ptekézek. Vice podrobnosti v bakalarské praci doktora
Ondreje Kincla zde.
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