Matematika pro fyziky II Doméci tkol 4

Domaci ukol 4

Termin odevzdani: 25. 3. 2026 do vecera
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Spoctéte (nejlépe pomoci vhodné parametrizace) integral
zRe(z)
z
o 2l +3 7

kde ¢ je kiivka z obrazku — ¢ést kruznicového oblouku s polomérem 7, tisecka a druhy oblouk
s polomérem R.
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Obrazek 1: Kfivka ¢

Reseni: K prikladu pristoupime pocitanim z definice. Jelikoz nepocitame integral pres
uzavienou kiivku a ani z holomorfni funkce, neni jasna prima aplikace Cauchyho nebo
reziduové véty. Oznacme si ti casti krivky po radé

e (p; - kruznicovy oblouk o poloméru r,
® (o, - tsecka lezici na radidle pod thlem e,
e (3 - kruznicovy oblouk o poloméru R.
Kazdou ¢ést nyni parametrizujeme parametrem ¢.
e () - parametrizace y(t) = re®t o/ (t) =ire', te (m,e),
e (o, - parametrizace y(t) = te®® +/(t) =€, te€ (r,R),

e (3 - parametrizace y(t) = Re +/(t) =iRe", t€ (e, 7).
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Integral nyni muzeme bez problému prepsat do tvaru
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— /E —reit r cos(t) ire dt + /R —teis tcos(e) e dt + /7r —Reit RCOS(t)iRe“ dt.
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Jednotlivé integraly nyni rozdélime na redlnou a imagindrni cast a spocteme postupneé.
Zacnéme s integralem /[;:
“reftreos(t). irt [€
L = / —3(>i7"e’t dt = 3 / (cos(t) + isin(t))2 cos(t) dt =
T r s

r+
13 /7r (COSQ(t) + 2i cos(t) sin(t) — Sin2(t)) cos(t) dt =

& . 3 £
= _T:— 3 /7r 2 cos?(t) sin(t) dt + TZ:_ 3 /7r cos®(t) — sin®(t) cos(t) dt =
_ /E 2 cos?(t) sin(t) dt + i /E cos(t) — 2sin®(t) cos(t) dt
a r+3 T iF F 3 -

Tyto integraly spoc¢teme lehkou substituci bud'to za sin nebo cos.
7"3 cos(e) i?”S . iTS sin(e)
I = 25% ds + sin(t)| — / 2s% dt =
! 7’+3/_1 7‘+3[ 0] r+3 Jo

. 2 73 37 cos(e) ir3 . 2 3sin(e) |\
== [s°]7] +7‘—|—3 (sm(a)—g 5], ) —

_2 17 (cost(e) +1) +i— (ﬂM@—gﬁﬁ@o

T 3r+3 r+3 3
Muzeme vyuzit jisté podobnosti mezi integraly I; a I3 a dojit k zavéru, ze ve vzorecku pro
I3 bude jen R namisto r a znaménko minus pied vyrazem (prohozené integraéni meze)
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Posledni ndm zbyva tusecka ¢s. Pocitejme

R 4 _it R 42 R
te"t : : t . 9
I, = / e tOOsiE) COS(€> e dt = e?* COS(E) / dt = &% cos(a) / t—3+——dt =

t+3 . t+3 t+3

R
: t? : R —r? R+3
_ 2 v _ plie _ —
=e Cos(a)[2 3t+9In(t + 3) e cos(a)( 5 3(R r)+9ln(r+3>>.
Déame-li vSechno dohromady, dostaneme
3 3 2 2
I= <r:— o R}i 3) <§ (cos®(e) +1) +i (sin(e) — gsin?’(a))) +
2 _ .2
+ e cos(e) (R — —3(R—T)+9ln(]f:_r§>>.
O




