
Matematika pro fyziky II Domáćı úkol 4

Domáćı úkol 4

Termı́n odevzdáńı: 25. 3. 2026 do večera

1.)

Spočtěte (nejlépe pomoćı vhodné parametrizace) integrál∫
ϕ

zRe(z)

|z|+ 3
dz,

kde ϕ je křivka z obrázku – část kružnicového oblouku s poloměrem r, úsečka a druhý oblouk
s poloměrem R.

Obrázek 1: Křivka ϕ

Řešeńı: K př́ıkladu přistouṕıme poč́ıtáńım z definice. Jelikož nepoč́ıtáme integrál přes
uzavřenou křivku a ani z holomorfńı funkce, neńı jasná př́ımá aplikace Cauchyho nebo
reziduové věty. Označme si tři části křivky po řadě

� ϕ1 - kružnicový oblouk o poloměru r,

� ϕ2 - úsečka lež́ıćı na radiále pod úhlem ε,

� ϕ3 - kružnicový oblouk o poloměru R.

Každou část nyńı parametrizujeme parametrem t.

� ϕ1 - parametrizace γ(t) = reit γ′(t) = ireit, t ∈ (π, ε),

� ϕ2 - parametrizace γ(t) = teiε γ′(t) = eiε, t ∈ (r, R),

� ϕ3 - parametrizace γ(t) = Reit γ′(t) = iReit, t ∈ (ε, π).
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Integrál nyńı můžeme bez problému přepsat do tvaru

I =

∫
ϕ

zRe(z)

|z|+ 3
dz =

∫
ϕ1

zRe(z)

|z|+ 3
dz +

∫
ϕ2

zRe(z)

|z|+ 3
dz +

∫
ϕ3

zRe(z)

|z|+ 3
dz =

=

∫ ε

π

reit r cos(t)

r + 3
ireit dt︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ R

r

teiε t cos(ε)

t+ 3
eiε dt︸ ︷︷ ︸

I2

+

∫ π

ε

ReitR cos(t)

R + 3
iReit dt.︸ ︷︷ ︸

I3

Jednotlivé integrály nyńı rozděĺıme na reálnou a imaginárńı část a spočteme postupně.
Začněme s integrálem I1:

I1 =

∫ ε

π

reit r cos(t)

r + 3
ireit dt =

ir3

r + 3

∫ ε

π

(
cos(t) + i sin(t)

)2
cos(t) dt =

=
ir3

r + 3

∫ ε

π

(
cos2(t) + 2i cos(t) sin(t)− sin2(t)

)
cos(t) dt =

= − r3

r + 3

∫ ε

π

2 cos2(t) sin(t) dt+
ir3

r + 3

∫ ε

π

cos3(t)− sin2(t) cos(t) dt =

= − r3

r + 3

∫ ε

π

2 cos2(t) sin(t) dt+
ir3

r + 3

∫ ε

π

cos(t)− 2 sin2(t) cos(t) dt

Tyto integrály spočteme lehkou substitućı bud’to za sin nebo cos.

I1 =
r3

r + 3

∫ cos(ε)

−1
2s2 ds+

ir3

r + 3

[
sin(t)

]ε
π
− ir3

r + 3

∫ sin(ε)

0

2s2 dt =

=
2

3

r3

r + 3

[
s3
]cos(ε)
−1 +

ir3

r + 3

(
sin(ε)− 2

3

[
s3
]sin(ε)
0

)
=

=
2

3

r3

r + 3

(
cos3(ε) + 1

)
+ i

r3

r + 3

(
sin(ε)− 2

3
sin3(ε)

)
Můžeme využ́ıt jisté podobnosti mezi integrály I1 a I3 a doj́ıt k závěru, že ve vzorečku pro
I3 bude jen R namı́sto r a znaménko mı́nus před výrazem (prohozené integračńı meze)

I3 = −2

3

R3

R + 3

(
cos3(ε) + 1

)
− i R3

R + 3

(
sin(ε)− 2

3
sin3(ε)

)
.

Posledńı nám zbývá úsečka ϕ2. Poč́ıtejme

I2 =

∫ R

r

teitt cos(ε)

t+ 3
eiε dt = e2iε cos(ε)

∫ R

r

t2

t+ 3
dt = e2iε cos(ε)

∫ R

r

t− 3 +
9

t+ 3
dt =

= e2iε cos(ε)

[
t2

2
− 3t+ 9 ln(t+ 3)

]R
r

= e2iε cos(ε)

(
R2 − r2

2
− 3(R− r) + 9 ln

(
R + 3

r + 3

))
.

Dáme-li všechno dohromady, dostaneme

I =

(
r3

r + 3
− R3

R + 3

)(
2

3

(
cos3(ε) + 1

)
+ i

(
sin(ε)− 2

3
sin3(ε)

))
+

+ e2iε cos(ε)

(
R2 − r2

2
− 3(R− r) + 9 ln

(
R + 3

r + 3

))
.
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