Matematika pro fyziky II Domaci tkol 3

Domaci ukol 3

Termin odevzdani: 25. 3. 2026 do vecera

1.)

Najdéte predpis holomorfn{ funkce f(z) (v komplexni proménné z), pokud f(z) = f(z + iy) =
u(z,y) +iv(z,y) a

u(z,y) = € (2” cos(y) — 2zysin(y) — y* cos(y)) .

Resenit: Aby funkce f byla holomorfni, musi jeji reslnd a imaginarnf slozka spliiovat Cauchy-
Riemannovy podminky. Ty jsou ve tvaru
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Najdeme tedy funkci v tak, ze nejprve zderivujeme u podle x a poté vysledek vyintegrujeme
podle y

ou
or
Jdeme tedy integrovat

e” (2* cos(y) — 2zysin(y) — y® cos(y)) + 2ze” cos(y) — 2¢”ysin(y).

/e”‘" (332 cos(y) — 2zy sin(y) — y? cos(y)) + 2ze” cos(y) — 2e”y sin(y) dy,

mezi ¢leny jsou i integraly, které se Spatné pocitaji zpameéti. Spocitejme je predem

: _lu=y —u =1 _ :
/ysm(y) Y=y _sin(y) — v =—cos(y) ‘ = —ycos(y) +sin(y) + C(z)
yoosly) dy—| LTV T =W rgingy) —2 [ ysingy) dy =
v =cos(y) — v =sin(y)

= y?sin(y) + 2y cos(y) — 2sin(y) + C(z).
Muzeme ted pifmo psat predpis pro v(z,y):

v(x,y) = e“a? sin(y) + 2ze®y cos(y) — 2ze” sin(y) — e“y? sin(y) — 2e™y cos(y) +
+ 2e”sin(y) + 2ze” sin(y) + 2ey cos(y) — 2e”sin(y) + C(z) =
= e (2°sin(y) + 2zy cos(y) — y*sin(y)) + C(z).

Pti integrovani nam ve vzorci vyskocila konstanta, kterd ovSem muze obecné zaviset na
x, jelikoz se podle néj neintegrovalo. Abychom se s touto konstantou vyporadali rigorézneé,
pouzijeme druhou podminku. Musi platit
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Porovnejme
du T2 T o 4z a3 B 2 8
3 —e”z”sin(y) — 2€”x sin(y) — 2e”xy cos(y) — 2€”y cos(y) + €y sin(y)
0
8—U = e"z? sin(y) + 2e"x sin(y) + 2e" 2y cos(y) + 2¢"y cos(y) — e*y*sin(y) + C'(x),
73

vidime, Ze vyrazy podminku spliuji i bez pomoci konstanty C(z), tu tedy nemusime
uvazovat.

Nyni musime dostat funkci u(z,y) + iv(z,y) do tvaru funkce od proménné x + iy.
Upravme si predpis u a v do tvaru

u(z,y) = e ((z — y?) cos(y) — 2zysin(y))

v(x,y) =€° ((332 — ) sin(y) + 2xy cos(y)) .

Daéle pak muzeme psat

y) + isin(y )) + 2e”xy (— sin(y) + z'cos(y)) —
y) + isin(y )) + 2ie“xy (cos(y) + z’sjn(y)) —
) (2% + 2izy — y?) =

u(z,y) +w(z, y) = e*(x® — y*) (cos(
— e(a® — ) (cos(

= e (cos(y) + isin(y)

= "t (z +iy)? = 2%€”.




