
Matematika pro fyziky II Domáćı úkol 3

Domáćı úkol 3

Termı́n odevzdáńı: 25. 3. 2026 do večera

1.)

Najděte předpis holomorfńı funkce f(z) (v komplexńı proměnné z), pokud f(z) = f(x + iy) =
u(x, y) + i v(x, y) a

u(x, y) = ex
(
x2 cos(y)− 2xy sin(y)− y2 cos(y)

)
.

Řešeńı: Aby funkce f byla holomorfńı, muśı jej́ı reálná a imaginárńı složka splňovat Cauchy-
Riemannovy podmı́nky. Ty jsou ve tvaru

∂u

∂x
=

∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Najdeme tedy funkci v tak, že nejprve zderivujeme u podle x a poté výsledek vyintegrujeme
podle y

∂u

∂x
= ex

(
x2 cos(y)− 2xy sin(y)− y2 cos(y)

)
+ 2xex cos(y)− 2exy sin(y).

Jdeme tedy integrovat∫
ex
(
x2 cos(y)− 2xy sin(y)− y2 cos(y)

)
+ 2xex cos(y)− 2exy sin(y) dy,

mezi členy jsou i integrály, které se špatně poč́ıtaj́ı zpaměti. Spoč́ıtejme je předem∫
y sin(y) dy =

∣∣∣∣∣ u = y → u′ = 1
v′ = sin(y) → v = − cos(y)

∣∣∣∣∣ = −y cos(y) + sin(y) + C(x)

∫
y2 cos(y) dy =

∣∣∣∣∣ u = y2 → u′ = 2y
v′ = cos(y) → v = sin(y)

∣∣∣∣∣ = y2 sin(y)− 2

∫
y sin(y) dy =

= y2 sin(y) + 2y cos(y)− 2 sin(y) + C(x).

Můžeme ted’ př́ımo psát předpis pro v(x, y):

v(x, y) = exx2 sin(y) + 2xexy cos(y)− 2xex sin(y)− exy2 sin(y)− 2exy cos(y) +

+ 2ex sin(y) + 2xex sin(y) + 2exy cos(y)− 2ex sin(y) + C(x) =

= ex
(
x2 sin(y) + 2xy cos(y)− y2 sin(y)

)
+ C(x).

Při integrováńı nám ve vzorci vyskočila konstanta, která ovšem může obecně záviset na
x, jelikož se podle něj neintegrovalo. Abychom se s touto konstantou vypořádali rigorózně,
použijeme druhou podmı́nku. Muśı platit

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

1



Matematika pro fyziky II Domáćı úkol 3

Porovnejme

∂u

∂y
= −exx2 sin(y)− 2exx sin(y)− 2exxy cos(y)− 2exy cos(y) + exy2 sin(y)

∂v

∂x
= exx2 sin(y) + 2exx sin(y) + 2exxy cos(y) + 2exy cos(y)− exy2 sin(y) + C ′(x),

vid́ıme, že výrazy podmı́nku splňuj́ı i bez pomoci konstanty C(x), tu tedy nemuśıme
uvažovat.

Nyńı muśıme dostat funkci u(x, y) + i v(x, y) do tvaru funkce od proměnné x + iy.
Upravme si předpis u a v do tvar̊u

u(x, y) = ex
(
(x2 − y2) cos(y)− 2xy sin(y)

)
v(x, y) = ex

(
(x2 − y2) sin(y) + 2xy cos(y)

)
.

Dále pak můžeme psát

u(x, y) + iv(x, y) = ex(x2 − y2)
(
cos(y) + i sin(y)

)
+ 2exxy

(
− sin(y) + i cos(y)

)
=

= ex(x2 − y2)
(
cos(y) + i sin(y)

)
+ 2iexxy

(
cos(y) + i sin(y)

)
=

= ex
(
cos(y) + i sin(y)

) (
x2 + 2ixy − y2

)
=

= ex+iy(x + iy)2 = z2ez.
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