Matematika pro fyziky II Doméci tkol 2

Domaci ukol 2

Termin odevzdani: 11. 3. 2026 do vecera

1.)
Pomoci rozkladu do trigonometrickych tfad vyteste nasledujici parcialni diferencialni rovnici

Pu 0%

w—CaTZO na(O,T)X(O,l)
u(0,z) = na (0,1)
u(0,2) =z na (0,1)
Uz (t,0) = ux(t,1) =0 na (0,7).

HINT: Postupujte podle podobné jako v prikladu 8.) z 2. sady.

Reseni:  Budeme postupovat podobné jako piiklad z cviéebni sady podle hintu. Nejprve
provedeme zasadni predpoklad: budeme hledat nejprve jednoducha feseni ve tvaru soucinu

u(t,z) =T(t) X (x).
Bez ohlizeni na okrajové podminky (zatim), musi nase feseni spliovat rovnici

T"()X(z) — T()X"(z) =
1 T//(t) X//( )
ATl  X@)

Cérky u funkci zde znaéf derivace vzhledem podle proménné, na které funkce zrovna zavisi.
Vidime, ze na levé strané mame funkci od ¢ a napravo zase od z. Pokud se maji rovnat
pro vSechny c¢asy ¢ a vSechny body z, nesmi se hodnota ani jedné ze stran ménit. Musi byt
rovny néjaké konstanté, oznaéme ji lambda. Resme nejprve rovnici

X" (x) = MX(2).

Tvar obecného teseni zavisi na znaménku A. Pokud by bylo A > 0, feseni by bylo ve
tvaru souctu exponencial a okrajovou podminku (4. rovnici v zadani — nulové jednostranné
derivace) by spliovalo jen trividlni feseni. To pro nés neni zajimavé.

Déle uvazujme A = 0, pak musi feseni X (z) byt linearni funkce. Okrajovka nds pak
omezi na funkce ¢isté konstantni

Xo(z) =C. (M1)

Naposledy pro A < 0 mame feSeni se siny a kosiny ve tvaru

X(x) = Asin(x/—_)\x> +B cos(\/—_)w).
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Okrajovou podminka se ted promitne takto: nulové derivace v krajnich bodech intervalu
(0,7)

X'(z) = AvV/=Xcos <\/—_)\:v> — B\/—_)\cos<\/—_)\x>

0=X'(0)=A4Av-) = A=0
0=X'(l) = AvV—X\cos <\/—/\l) — BV -\ sin<\/—_,\l) — _BvV—)\sin (ml>
m2n?
=vV-AN=m = \=- P
Mozn4 teseni jsou tak pro riuzna n rovna
X, (z) = Bcos <7T7na:> (&1)

Pro casovou slozku je situace velmi podobna. Rovnice ma v sobé jen konstantu navic:
T"(t) = AT ()

Opét vysetiime piipady pro ruzné X. Pro A > 0 jsou feSenim exponencialy, ovsem jelikoz X
bylo pro tyto lambdy nulové, potencialni u bude nulové taky a proto tento piipad nemusime
dal tesit.

Pro A = 0 mame opét linedarni feseni. Okrajovou podminku zatim uvazujme pouze tu
u(0,2) = 0, neboli 77(0) = 0, tim dostaneme

To(t) = Ct. (#2)

w2n?

- < 0 mame

V pripadé, ze A\ = —

T,(t) = Esin (?a) (%2)

Nyni muzeme poskladat spoustu ruznych reseni u, (¢, z) = T,,(t) X, (z) tak, ze vzdy spolu
vynéasobime feseni (#) (resp. (&)), vzdy korespondujici stejné A. Diulezité pozorovani je, ze
bez uvazovani prvni pocatecni podminky, je problém cisté linearni. Tedy linearni kombi-
nace moznych teseni je také feseni. Obecné teseni tak zapiseme jako (dokonce nekonecnou)
linedrni kombinaci vSech nami nalezenych moznosti

u(t,z) = %t + Z an sin(?ct) cos (?m) :
n=1

Koeficienty a,, pro n € Ny uréime z pocateéni podminky u,(0,z) = x. Derivace podle ¢ se
rovna
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Je vidét, ze musime najit rozvoj funkce = do kosinové fady na intervalu (0,7). K tomuto
ucelu funkei x rozsitime sudé na interval (—[, 1), tedy na funkci |z|. Pocitejme integraly

1 [ 2 [
doz—/|xldx:—/a;da¢:l

- L Jo

1 [ 2 [
&n:—/ || cos Lo dx:—/ zeos( g ) do =

- l L) l

!
= -l B L

v' = cos(Tx) —>U:7rl—nsin(”l—"x) |7 l . lmn Jy

l
2 l ™ 2l n
=0- [_%(T)] = 2z (D" 1)

Vidime, ze a,, je nulové pro suda ¢isla n > 0. Kosinovu fadu (pro n = 2k + 1) tak muzeme
psat ve tvaru

I = —41 m(2k + 1)
x = §+kzzo—ﬂ2(2k+1)2 COS<—Z x)

A jelikoz plati ag = ap a a, = a,™7¢, muzeme findlni feseni naseho problému zapsat jako

I = 417 . (T(2k+1) m(2k + 1)
U(t, x) = §t — Z m Sln<f0t) COS(fl’) o

k=0




