
Matematika pro fyziky II Domáćı úkol 2

Domáćı úkol 2

Termı́n odevzdáńı: 11. 3. 2026 do večera

1.)

Pomoćı rozkladu do trigonometrických řad vyřešte následuj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnici

∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0 na (0, T )× (0, l)

u(0, x) = 0 na (0, l)

ut(0, x) = x na (0, l)

ux(t, 0) = ux(t, l) = 0 na (0, T ).

HINT : Postupujte podle podobně jako v př́ıkladu 8.) z 2. sady.

Řešeńı: Budeme postupovat podobně jako př́ıklad z cvičebńı sady podle hintu. Nejprve
provedeme zásadńı předpoklad: budeme hledat nejprve jednoduchá řešeńı ve tvaru součinu

u(t, x) = T (t)X(x).

Bez ohĺıžeńı na okrajové podmı́nky (zat́ım), muśı naše řešeńı splňovat rovnici

T ′′(t)X(x)− c2T (t)X ′′(x) = 0

1

c2
T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Čárky u funkćı zde znač́ı derivace vzhledem podle proměnné, na které funkce zrovna záviśı.
Vid́ıme, že na levé straně máme funkci od t a napravo zase od x. Pokud se maj́ı rovnat
pro všechny časy t a všechny body x, nesmı́ se hodnota ani jedné ze stran měnit. Muśı být
rovny nějaké konstantě, označme ji lambda. Řešme nejprve rovnici

X ′′(x) = λX(x).

Tvar obecného řešeńı záviśı na znaménku λ. Pokud by bylo λ > 0, řešeńı by bylo ve
tvaru součtu exponenciál a okrajovou podmı́nku (4. rovnici v zadáńı – nulové jednostranné
derivace) by splňovalo jen triviálńı řešeńı. To pro nás neńı zaj́ımavé.

Dále uvažujme λ = 0, pak muśı řešeńı X(x) být lineárńı funkce. Okrajovka nás pak
omeźı na funkce čistě konstantńı

X0(x) = C. (♠1)

Naposledy pro λ < 0 máme řešeńı se siny a kosiny ve tvaru

X(x) = A sin
(√
−λx

)
+B cos

(√
−λx

)
.
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Okrajovou podmı́nka se ted’ promı́tne takto: nulová derivace v krajńıch bodech intervalu
(0, l)

X ′(x) = A
√
−λ cos

(√
−λx

)
−B
√
−λ cos

(√
−λx

)
0 = X ′(0) = A

√
−λ ⇒ A = 0

0 = X ′(l) = A
√
−λ cos

(√
−λl

)
−B
√
−λ sin

(√
−λl

)
= −B

√
−λ sin

(√
−λl

)
⇒
√
−λl = πn ⇒ λ = −π

2n2

l2

Možná řešeńı jsou tak pro r̊uzná n rovna

Xn(x) = B cos

(
πn

l
x

)
(♣1)

Pro časovou složku je situace velmi podobná. Rovnice má v sobě jen konstantu nav́ıc:

T ′′(t) = λc2T (t)

Opět vyšetř́ıme př́ıpady pro r̊uzné λ. Pro λ > 0 jsou řešeńım exponenciály, ovšem jelikož X
bylo pro tyto lambdy nulové, potenciálńı u bude nulové taky a proto tento př́ıpad nemuśıme
dál řešit.

Pro λ = 0 máme opět lineárńı řešeńı. Okrajovou podmı́nku zat́ım uvažujme pouze tu
ut(0, x) = 0, neboli T ′(0) = 0, t́ım dostaneme

T0(t) = Ct. (♠2)

V př́ıpadě, že λ = −π2n2

l2
< 0 máme

Tn(t) = E sin

(
πn

l
ct

)
(♣2)

Nyńı můžeme poskládat spoustu r̊uzných řešeńı un(t, x) = Tn(t)Xn(x) tak, že vždy spolu
vynásob́ıme řešeńı (♠) (resp. (♣)), vždy koresponduj́ıćı stejné λ. Důležité pozorováńı je, že
bez uvažováńı prvńı počátečńı podmı́nky, je problém čistě lineárńı. Tedy lineárńı kombi-
nace možných řešeńı je také řešeńı. Obecné řešeńı tak zaṕı̌seme jako (dokonce nekonečnou)
lineárńı kombinaci všech námi nalezených možnost́ı

u(t, x) =
a0
2
t+

∞∑
n=1

an sin

(
πn

l
ct

)
cos

(
πn

l
x

)
.

Koeficienty an pro n ∈ N0 urč́ıme z počátečńı podmı́nky ut(0, x) = x. Derivace podle t se
rovná

ut(t, x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an
πnc

l
cos

(
πn

l
ct

)
cos

(
πn

l
x

)
x = ut(0, x) =

a0
2

+
∞∑
n=1

an
πnc

l
cos

(
πn

l
x

)
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Je vidět, že muśıme naj́ıt rozvoj funkce x do kosinové řady na intervalu (0, l). K tomuto
účelu funkci x rozš́ı̌ŕıme sudě na interval (−l, l), tedy na funkci |x|. Poč́ıtejme integrály

ã0 =
1

l

∫ l

−l
|x| dx =

2

l

∫ l

0

x dx = l

ãn =
1

l

∫ l

−l
|x| cos

(
πn

l
x

)
dx =

2

l

∫ l

−l
x cos

(
πn

l
x

)
dx =

=

∣∣∣∣∣ u = x → u′ = 1
v′ = cos

(
πn
l
x
)
→ v = l

πn
sin
(
πn
l
x
) ∣∣∣∣∣ =

2

l

[
x
l

πn
sin

(
πn

l
x

)]l
0

− 2

l

l

πn

∫ l

0

=

= 0− 2

πn

[
− l

πn
cos

(
πn

l
x

)]l
0

=
2l

π2n2

(
(−1)n − 1

)
.

Vid́ıme, že an je nulové pro sudá č́ısla n > 0. Kosinovu řadu (pro n = 2k + 1) tak můžeme
psát ve tvaru

x =
l

2
+
∞∑
k=0

−4l

π2(2k + 1)2
cos

(
π(2k + 1)

l
x

)
.

A jelikož plat́ı ã0 = a0 a ãn = an
πnc
l

, můžeme finálńı řešeńı našeho problému zapsat jako

u(t, x) =
l

2
t−

∞∑
k=0

4l2

π3(2k + 1)3c
sin

(
π(2k + 1)

l
ct

)
cos

(
π(2k + 1)

l
x

)
.
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