Matematika pro fyziky II Doméci tkol 1

Domaci ukol 1

Termin odevzdani: 4. 3. 2026 do vecera

1.)
Rozvinite nasledujici funkei f do sinové fady na intervalu [0, 2].
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HINT': Sinovy rozvoj spoctete jako trigonometricky rozvoj lise prodlouzené funkce f na inter-
valu [—2,2]. Pro soucet fady do rozvoje dosad'te bod %

Resend: Postupujme podle napovédy. Budeme rozvijet funkei f do sinové fady na intervalu
[—2,2]. Predpis této funkce vypadd nédsledovné:
—3z—6 pro x € [-2,—1],
f(I) = 3 pro xr € [_L 1] ) (1)
-3z +6 pro x € [1,2].
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Pokud si predstavime, ze tuto funkci prodlouzime periodicky na celé R, dostaneme funkci
s periodou L = 4. Fourierovy koeficienty ziskame vypoctem ze vzorecku

b, = %/_22 f(zx) sin<27TTnx> dz.

Situaci si muzeme trochu uleh¢it pozorovanim; funkce f je licha stejné jako bazové funkce

sin(%T"x) = sin(%x). Jejich soucin je tedy funkce sudé (diukaz je jednoduchy, z definice su-

dosti a lichosti). Muzeme si tedy dovolit pocitat integral pouze na intervalu [0, 2] a vysledek
vynasobit dvéma

4 2 2 1 2
b, = —/ f(z)sin ) dr = / 3zsin( g | do +/ (—3z + 6) sin ™) da.
Vypocet téchto dvou integralu je elementarni pouziti metody per partes, dostaneme
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Dohromady ziskavame

u=3x —u' =3
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Koeficienty a,, i ag jsou jisté nulové diky lichému prodlouzeni nasi funkce (pocitali bychom
integrél z liché funkce pies symetricky interval). Muzeme tedy psét

24  (m . [T
f(x) = ; 3 Sln(§n) sin (730)
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Jelikoz je nase prodlouzend periodicka funkce f spojitda na celém R, plati, ze

o
Z b, | < 00,
n=1

a Fourierova fada konverguje stejnomérné na celém R (podle Weierstrassova kriteria). Bez
problému tak muzeme dosazovat za x libovolné realné ¢islo, rada bude konvergovat a mezi
f(z) a Fourierovou fadou bude platit rovnost.

Dosadme tedy bod z = 3. Vime, ze f(3) = 2 a na pravé strané dostaneme

3_24 1 T (T
2_7r2 nzsm 2n sin 4n .

Rozmysleme si nyni, jakych hodnot muze nabyvat soucin sin(;—rn) sin(%n). Prvni ¢initel je
nenulovy pouze pro lichda n, pro né ma absolutni hodnotu 1 a jen stiida znaménko. Druhy
ma pro licha n vzdy absolutni hodnotu \/75 a znaménko stiida ob dva ¢leny.

n |1 3 5 7 9 11 13
sin (gn) = - A - F T
sin(n) |+ + - - 4+ + -

sou¢in |+ - - 4+ + - -

Znaménka presné odpovidaji fadé, kterou mame secist, tedy

3 242 11 1 N 1
2 7r22 32 52 72 927 J¢
Vysledkem proto je
1 32 2 7T2\/§
1 ~ 0.872358 ...
+Z [471—1) +(4n—|—1)2] 2245 16




