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Domáćı úkol 10

Termı́n odevzdáńı: neděle 24. 5. 2026 do večera

1.)

Zjednodušte zápis distribuce T ∈ D′(Rd), je-li

T = e−a|x|
2

∆δ0,

pro a > 0.

Řešeńı: Zkoumejme, jak zadaná distribuce p̊usob́ı na jednotlivé testovačky. Položme
’duality-pairing’ mezi T a ϕ a postupně přehod’me všechny operace na testovaćı funkci.〈

e−a|x|
2

∆δ0, ϕ
〉

=
〈

∆δ0, e
−a|x|2ϕ

〉
=

〈
δ0,∆

(
e−a|x|

2

ϕ
)〉

,

kde jsme zužitkovali fakt, že e−a|x|
2

je hladká funkce a že Laplace̊uv operátor ∆ je vlastně
derivace druhého řádu (nevyskoč́ı mı́nus při přehozeńı). Nyńı spočtěme

∆
(
e−a|x|

2

ϕ
)

=
d∑
i=1

∂2

∂x2
i

(
e−a|x|

2

ϕ
)

=
d∑
i=1

∂

∂xi

(
−2axie

−a|x|2ϕ+ e−a|x|
2 ∂ϕ

∂xi

)
=

=
d∑
i=1

(
−2ae−a|x|

2

ϕ+ 4a2x2
i e
−a|x|2ϕ− 4axie

−a|x|2 ∂ϕ

∂xi
+ e−a|x|

2 ∂2ϕ

∂x2
i

)
=

= e−a|x|
2 (
−2adϕ+ 4a2|x|ϕ− 4ax · ∇ϕ+ ∆ϕ

)
.

Proto po aplikaci Diraca všechny členy násobené x zmiźı〈
δ0,∆

(
e−a|x|

2

ϕ
)〉

= −2adϕ(0) + ∆ϕ(0) = 〈δ0,−2adϕ〉+ 〈δ0,∆ϕ〉 =

= 〈−2adδ0 + ∆δ0, ϕ〉 ,

a tedy

T = −2adδ0 + ∆δ0

�
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2.)

Pro parametr b ∈ C spočtěte Fourierovu transformaci

F(Tcos(2πbx)).

Řešeńı: Vyjděme z definice Fourierovy transformace na distribućıch:〈
F(T ), ϕ

〉
=
〈
T,F(ϕ)

〉
neboli opět přehazujeme vše na testovačku〈

F(Tcos(2πbx)), ϕ
〉

=
〈
Tcos(2πbx),F(ϕ)

〉
.

Nyńı máme v dualitě již regulárńı distribuci (určenou funkćı), tady v́ıme, jak p̊usobeńı
vhodně přepsat do integrálu∫ ∞

−∞
cos(2πbx)F(ϕ) dx =

∫ ∞
−∞

cos(2πbx)

∫ ∞
−∞

ϕ(y)e−2πixy dy dx =

=

∫ ∞
−∞

e2πbxi + e−2πbxi

2

∫ ∞
−∞

ϕ(y)e−2πixy dy dx =

=
1

2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ϕ(y)e−2πix(y−b) + ϕ(y)e−2πix(y+b) dy dx =

=
1

2

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

ϕ(ȳ + b)e−2πixȳ dȳ +

∫ ∞
−∞

ϕ(¯̄y − b)e−2πix¯̄y d¯̄y

]
dx =

=
1

2

∫ ∞
−∞
F(ϕ(ȳ + b)) + F(ϕ(¯̄y − b)) dx =

=
1

2

〈
T1,F

(
ϕ(ȳ + b) + ϕ(¯̄y − b)

)〉
=

1

2

〈
δ0, ϕ(ȳ + b) + ϕ(¯̄y − b)

〉
=

=
1

2

(
ϕ(b) + ϕ(−b)

)
=

〈
1

2
δb +

1

2
δ−b, ϕ

〉
Proto plat́ı

F(Tcos(2πbx)) =
1

2
δb +

1

2
δ−b
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