Matematika pro fyziky I Domaéci tkol 7

Domaci ukol 7

Termin odevzdani: 4. 12. 2025 do vecera

1.)

Uvazujte kruznici valici se (bez prokluzovani) po étverci se stranou délky a,

-----

Obrazek 1: Kruznice a ¢tverec

Spoctéte délku kiivky, podél které se pohybuje Sedy bod na kruznici, ktery se ¢tverce dotkne

pouze na zacatku a presné na konci pohybu.

Resent:

Rozdélime si pohyb kruznice na tii casti; kutdleni po hrané, preklenuti pres roh a opét

kutdleni pohrané do cile (tak jak je zndzornéno na obrézku). Jelikoz se sedy bod dotkne
ctverce pravé dvakrat a to na zacatku a na konci, je polomér kruznice uz jednoznac¢né dany
a to tim, ze Sedy bod musi byt pti preklenovani pies roh prfimo na druhé strané kruznice
(nez je pivot). Proto se musi strana a rovnat odvaleni poloviny kruznice, neboli 7r, tudiz

r =

Ale

Parametrizujme nejprve kutaleni po levé strané ¢tverce. Stied kruznice se bude pohybovat
rovnomérnou rychlosti, snadno popsatelné jako

Sp=| T

Nyni se musime zamyslet jak se pohybuje Sedy bod, vuci stiedu Si. Popisme jeho pohyb
pomoci uhlu 7, ktery svird jeho spojnice s z-ovou osou. Vime, ze musi platit rovnost mezi
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urazenou vzddlenosti kruznice ¢ a odvalenou ¢asti kruznicového oblouku 2. Proto

a tedy

a a 7
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Muzeme tedy sméle derivovat kiivku popsanou ﬁ(t S

7r
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a z toho dale spocitat velikost tecného vektoru

H?/(t)H = \/Sin2 (— ) +1- 2008( ) + cos? (Zt) = 2—2cos(g) —
— 2, [sin? (%t) — QSin(;—at),

Délka cykloidy, po které se Sedy bod pohybuje v prvni ¢asti, je tedy

/2sin 175 dt:—22—a cos 1t :4_a'
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S:

Pt =

kruznici, ktery se dotyka rohu ¢tverce - je naproti Sedému a kolem néj se otam cela kruznice

" 2a
0 90. Sedy bod tak béhem druhé c¢éasti opise ¢tvrt kruznice s polomérem —.
s
m2a
— =q
27

Nakonec se kruznice dovali do konce, tento pohyb je identicky stejny jako v prvni casti
a proto je délka trajektorie stejna. Celkovou drahu urazenou Sedym bodem dostdvame jako
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2.)
Spoctéte integral

/(aH—y) dz + (z —y) dy
®)

(

2 2

pres elipsu — + e 1 orientovanou v kladném smeéru.
a

Resent: Nejprve mizeme zkusit najit potencidl k vektorovému poli ? = (x4+y,x—y).

Hledame tedy U(x,y), takové, ze ?(m, y) = VU (z,y). VySetfeme nutnou podminku na

(jeho slozky jsou hladké funkce, a proto muzeme prohazovat parcialni derivace gj—gy = g;a[é )
a to

OF, OF,

O:rot?(aﬁ,y) =2 oy

=1-1=0.

Jelikoz je ? vSude v R? definovéno, diky splnéni podminky na rotaci existuje potencidl U.
Najdéme ho integrovanim

2
Uay) = [ Fuag) do= [o4ydo=5 +ay+ ity

2
U@w%=/FM%wdy:/Q—ﬂdyzmr£%+C%@

Srovnanim obou vysledku dostavame potencial ve tvaru

2 2
wa=%+w—%+a

kde D € R je libovolnd konstanta. Vzhledem k tomu, ze integrujeme konzervativni vektorové
pole ptes uzavienou ktivku, musi vysledek byt 0.

Alternativni Teseni: Pokud si nevSimneme existence potencidlu, 1ze tento ptriklad dopocitat
také standardné. Zvolme klasickou parametrizaci elipsy

[ acos(t) v [ —asin(t)
@)= ( bsin(t) ) ’ @) = ( beos(t) |-
Integral je mozné prepsat podle vzorecku pro kiivkovy integral 2. druhu

/(“y)ﬁz TFR0) 70 di =
() 0

r—y
_ ze cos(t) + bsin(t) [ —a sin(t) -
B /0 ( acos(t) — bsin(t) > < bcos(t) ) dt =

2
= / —a? sin(t) cos(t) — absin®(t) + abcos?(t) — b*sin(t) cos(t) dt = 0
0




