
Matematika pro fyziky I Domáćı úkol 7

Domáćı úkol 7

Termı́n odevzdáńı: 4. 12. 2025 do večera

1.)

Uvažujte kružnici vaĺıćı se (bez prokluzováńı) po čtverci se stranou délky a,

Obrázek 1: Kružnice a čtverec

Spočtěte délku křivky, podél které se pohybuje šedý bod na kružnici, který se čtverce dotkne
pouze na začátku a přesně na konci pohybu.

Řešeńı:
Rozděĺıme si pohyb kružnice na tři části; kutáleńı po hraně, překlenut́ı přes roh a opět

kutáleńı pohraně do ćıle (tak jak je znázorněno na obrázku). Jelikož se šedý bod dotkne
čtverce právě dvakrát a to na začátku a na konci, je poloměr kružnice už jednoznačně daný
a to t́ım, že šedý bod muśı být při překlenováńı přes roh př́ımo na druhé straně kružnice
(než je pivot). Proto se muśı strana a rovnat odvaleńı poloviny kružnice, neboli πr, tud́ıž

r =
a

π
.

Parametrizujme nejprve kutáleńı po levé straně čtverce. Střed kružnice se bude pohybovat
rovnoměrnou rychlost́ı, snadno popsatelné jako

Sk =

 −aπ
t


Nyńı se muśıme zamyslet jak se pohybuje šedý bod, v̊uči středu Sk. Popǐsme jeho pohyb
pomoćı úhlu γ, který sv́ırá jeho spojnice s x-ovou osou. Vı́me, že muśı platit rovnost mezi
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uraženou vzdálenost́ı kružnice t a odvalenou část́ı kružnicového oblouku a
π
γ. Proto

γ = −π
a
t,

S − Sk =


a

π
cos

(
−π
a
t

)
a

π
sin

(
−π
a
t

)
 ,

a tedy

S =


−a
π

+
a

π
cos

(
π

a
t

)
t− a

π
sin

(
π

a
t

)
 .

Můžeme tedy směle derivovat křivku popsanou −→ϕ (t) = S

−→ϕ ′(t) =


− sin

(
π

a
t

)
1− cos

(
π

a
t

)
 ,

a z toho dále spoč́ıtat velikost tečného vektoru∥∥−→ϕ ′(t)
∥∥ =

√
sin2

(
π

a
t

)
+ 1− 2 cos

(
π

a
t

)
+ cos2

(
π

a
t

)
=

√
2− 2 cos

(
π

a

)
=

= 2

√
sin2

(
π

2a
t

)
= 2 sin

(
π

2a
t

)
.

Délka cykloidy, po které se šedý bod pohybuje v prvńı části, je tedy∫ a

0

2 sin

(
π

2a
t

)
dt = −2

2a

π

[
cos

(
π

2a
t

)]a
0

=
4a

π
.

Druhá část neńı nic složitěǰśıho nežli pohyb po kružnicovém oblouku. Pivot - bod na
kružnici, který se dotýká rohu čtverce - je naproti šedému a kolem něj se otáč́ı celá kružnice

o 90. Šedý bod tak během druhé části oṕı̌se čtvrt kružnice s poloměrem
2a

π
.

π

2

2a

π
= a

Nakonec se kružnice dovaĺı do konce, tento pohyb je identicky stejný jako v prvńı části
a proto je délka trajektorie stejná. Celkovou dráhu uraženou šedým bodem dostáváme jako

2 · 4a

π
+ a =

(
8

π
+ 1

)
a

�
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2.)

Spočtěte integrál ∫
〈ϕ〉

(x+ y) dx+ (x− y) dy

přes elipsu
x2

a2
+
y2

b2
= 1 orientovanou v kladném směru.

Řešeńı: Nejprve můžeme zkusit naj́ıt potenciál k vektorovému poli
−→
F = (x+ y, x− y).

Hledáme tedy U(x, y), takové, že
−→
F (x, y) = ∇U(x, y). Vyšetřeme nutnou podmı́nku na

−→
F

(jeho složky jsou hladké funkce, a proto můžeme prohazovat parciálńı derivace ∂2U
∂x∂y

= ∂2U
∂y∂x

)
a to

0 = rot
−→
F (x, y) =

∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
= 1− 1 = 0.

Jelikož je
−→
F všude v R2 definováno, d́ıky splněńı podmı́nky na rotaci existuje potenciál U .

Najděme ho integrováńım

U(x, y) =

∫
Fx(x, y) dx =

∫
x+ y dx =

x2

2
+ xy + C1(y)

U(x, y) =

∫
Fy(x, y) dy =

∫
x− y dy = xy − y2

2
+ C2(x)

Srovnáńım obou výsledk̊u dostáváme potenciál ve tvaru

U(x, y) =
x2

2
+ xy − y2

2
+D,

kde D ∈ R je libovolná konstanta. Vzhledem k tomu, že integrujeme konzervativńı vektorové
pole přes uzavřenou křivku, muśı výsledek být 0.

Alternativńı řešeńı: Pokud si nevšimneme existence potenciálu, lze tento př́ıklad dopoč́ıtat
také standardně. Zvolme klasickou parametrizaci elipsy

−→ϕ (t) =

(
a cos(t)
b sin(t)

)
, −→ϕ ′(t) =

(
−a sin(t)
b cos(t)

)
.

Integrál je možné přepsat podle vzorečku pro křivkový integrál 2. druhu∫
〈ϕ〉

(
x+ y
x− y

)
·
−→
dl =

∫ 2π

0

−→
F
(−→ϕ (t)

)
· −→ϕ ′(t) dt =

=

∫ 2π

0

(
a cos(t) + b sin(t)
a cos(t)− b sin(t)

)
·

(
−a sin(t)
b cos(t)

)
dt =

=

∫ 2π

0

−a2 sin(t) cos(t)− ab sin2(t) + ab cos2(t)− b2 sin(t) cos(t) dt = 0
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