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Ndpovéda: Uvazujte funkei F(a,b) := / e dx a derivujte podle b.
0

T2

Resent:
Postupujme podle hintu a definujme funkci F' jako

F(a,b) = /OO e’“zﬂgm) dz
0 x
Nejprve se podivame na spojitost této funkce. Je zjevné, ze integrand je funkce méritelna
v z a spojitd v a i b. Nyni se omezme na parametry a a b pouze z intervalu a € [0,00),
b € [0,2]. Dulezitym faktem zustavd, ze hodnoty a = 0 a b = 1 jsou v téchto intervalech
obsazeny. Omezit parametr b shora potfebujeme protoZe limita integrandu v 0 je b%. Jediné
tak nyni dokazeme funkci f odhadnout nezavisle na a a b.

2 b
|f(x, a,b)| = e“”smx(z ?) < g(x), Vz € (0,00),Va € [0,00),Vb € [0, 2]
kde g definujeme po ¢astech jako
4 pro z € [0,1],
g(x) =4 4
= pro z € (1,00).
)
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: x
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Nalezli jsme tedy integrovatelnou majorantu g(x), a po aplikaci véty o spojitosti integralu
zévislém na parametru mame, ze F'(a,b) je spojitd na [0,00) x [0,2] (to minimalné, sa-
moziejmeé se to dd dokdzat i na vétsi mnoziné, konkrétné na [0,00) x R). Pro nds dulezitd
je spojitost vzhledem k a az do 0.

Nyni muzeme zacit koneéné derivovat. Predpoklady na meéfitelnost a spojitost v od-
povidajicich proménnych uz nebudeme kontrolovat, nebot je funkce ve skutecnosti hladks
ve vSech svych proménnych. Prvni derivace vypada takto:

Of(z,a,b) _az 28in(bx) cos(bz)xr  _, sin(2bx)

=€ =€

ob T2 z

Tuto funkci muzeme na intervalu [A;, 00) x [0, 2] odhadnout pomoci funkce

.. Sin(2bx)
T

e = dl

Vzhledem k tomu, zZe urcité existuji parametry, pro které nas integral konverguje, napf.
b = 0, pak muzeme aplikovat vétu o zaméné derivace a integralu a psat

OF(a,b) :/ 6_(msm(%ac) e
0b 0 x

Tento vztah plati na mnoziné [A;, 00) x [0, 2], ale jelikoz jsme mohli volit A; libovolné malé,
plati rovnost na celém (0, c0) x [0, 2].
Jelikoz integral stale neumime spocitat, pokracujeme druhou derivaci

0? b

% = 2e” " cos(2bx).

Tuto funkci umime odhadnout velmi podobné. Pro néjaké A, > 0 urcité plati, ze
|2¢7* cos(2bz)| < 2e~42%,

Muzeme tedy na intervalu [As, c0) x [0, 2] psat, ze

2 oo
% = 2/ e % cos(2bx) du.
0

Jelikoz jsme opét mohli brat Ay libovolné malé, plati tento vztah na celém (0, 00) x [0, 2].
Nyni provedeme dvakrat per-partes a dostaneme

o in(2 > o in(2
2/ e ¥ cos(2bx) dr =2 [6_”%] —1—2/ ae“”’”M
0 0
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= — ||— ax _’ — — ax—d = — — — ar 2b d
b{ e 5 L b/o ae 5% T = o 2b2/0 e " cos(2bx) dz
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Proto
?F(a,b) a  a*® 8?F(a,b)  0*F(a,b) 2a

ob: 202 4b2 Ob? ob: a2 +4b?

Tento vysledek nyni integrujme vzhledem k b.

9F(ab) _ / L — (2—b> +C(a)

ob a? + 4b2 a

2b> _aln(a® +4%)

F(a,b) = barctg (E 1 + C(a)

Nakonec dopocitame konstantu C(a), jelikoz vime, ze F(a,0) = 0.

OzF(a,O):—%—I—é(a)
Gla) = alnia ) _ alr;(a)

Spocitali jsme tedy kompletni vzorec pro funkci

2b In(a? + 4b2 1
F(a,b) = barctg (_> ¢ n(a4 ) L, @ r;(a)j
a

hodnotu v bodé (0, 1) spocteme pres limitu, protoze uz vime, ze F' je spojité na [0, 00) x [0, 2].
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F(O,l)zlimF(a,l):arctg( )_an(a a )+an(a)zﬁ
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