Matematika pro fyziky I Domaci tkol 5

Domaci ukol 5

Termin odevzdani: 13. 11. 2025 do vecera

1.)
Necht a > 0, A > 0. Vypoctéte hmotnost desky s plochou

4
M= (z,y) €eR* 2 >0,y >0; <x2+—2> < yJT

a plosnou hustotou

o(x,y) =Ax

Resent: Hmotnost spocteme vyintegrovanim hustoty pies “objem” (v tomto pifpadé pies

obsah).
m :/ o(x,y) dz dy
M

ceer s S . 2, _— "y
Pro snadnéjsi vypocet provedeme substituci. Vyraz v zdvorce 22+ %5 nas motivuje k pouzit{
naskalovanych polarnich souradnic.

x(r, ) = rcos(y)
y(r, p) = arsin(p)

Pro novou sadu proménnych spocteme meze a Jakobian. Diky podminkdm x > 0 a y > 0
pracujeme v prvnim kvadrantu a proto muzeme brat ¢ € (O, g) Obor pro r ziskame z treti
nerovnosti
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< arsin(p)\/r cos(p)

re < ar? sin(p)/cos @
r < asin(y)+/cos(p),

tedy r € (0, asin(gp)\/cos(go)). Jakobidn spocteme jako

oxr Oz ]
ar 9o | _ cos(p) —rsin(p) | _ ) N
det ( % gf; ) det ( - ar cos®(p) + arsin®(p) = ar.
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Miuzeme proto psat

5 prasin(p)4/cos(p)
m = / / Arcos(p) ar dr de
0 0

Tyto integraly uz spocteme jednoduse jeden po druhém a dostaneme

A [3 ‘A (2
m = % a® sin®(y) COS%(('Q) dp = % (1 — cos®*(p)) cosg(gp) sin(p) dp =
0 0
atA [ s atA (2 2 8atA
= — t2 — t2 dt = — — = — —
3/, 3 \7 11) 7 231
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2.)
Najdéte souradnice hmotného stiedu homogenniho télesa ohrani¢eného danymi plochami:
2 _ 2 _ _P _
x° = 2pz, y° = 2pz, x—i, z =0,

v zavislosti na parametru p > 0.

Reseni: Velkd ¢ést problému je jen sestavit integraly tak, aby skuteéné pokryvaly
pozadovanou oblast. Z rovnic je patrné, ze hranici naseho télesa tvoii dvé roviny a dvé
"parabolova udoli”.
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Ve sméru osy z integrujeme vné paraboly v mezich od 0 do ;’—;. Ted uZ jen staéi tento
prispévek secist pres celou podstavu. Ta je ohrani¢ena parabolou x = v a pifmkou x = £.

2p

T . (.
), pricemz tento interval dava smysl pouze

2p7 2
pro y € (—p,p) (v téchto krajnich bodech se piimka £ protind s parabolou %) Hmotnost
naseho télesa tak dostaneme jako

V takovém piipadé patii = do intervalu (

p

p 5 % 1 [P (% 1 [P p3 6
M:/ /2/2 dzdxdy:—/ /szdxdy:— ]L_y_gdy:
» % 0 2p J_p )2 6pJ_, 8 8p

2p
1 2 4 3
=— [2p* - ) P
48p 7 28

Abychom dostali tézisté, zopakujeme integrovani jesté trikrat, vzdy budeme integrovat jinou
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funkci, nejprve z, potom y a nakonec z.
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Soutadnice tézisté jsou tedy:

ydzderdy=...=0
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