Matematika pro fyziky I Doméci tkol 4

Domaci ukol 4

Termin odevzdani: 5. 11. 2025 do vecera

1.)

Rozhodnéte, zda tada funkci

konverguje stejnomérné na [0, 27].

Reseni: Nejprve zkontrolujme zda neni mozné pouzit Weierstrassuv M-test a srovnat nasi
fadu s ¢iselnou fadou typu

=1

Exponent ve jmenovateli je kvadraticky polynom, ktery je sice vzdy kladny (a nase rada
tak spliuje nutnou podminku konvergence), ale jiz ne viude je vétsi nez 1.

?-3z+3<1
2 —3x+2<0
(x—1)(z—2) <0,
tedy problém nastdva na intervalu [1,2]. Zde neni mozné pouzit Weierstrasse a musime si
poradit jinak.
V citateli mame clen, ktery se chova zhruba jako ” sin(nx)”, zkusime proto napasovat

Dirichleta. Nejprve, ale musime citatel upravit do presné takového tvaru, na to se hodi
souctové vzorce.

] n2 ) nz—k%—% ) n
S1n 123’ = S1n - 1 = S1in{ nr — X =
in(na) " (n) sin —
= S1in(nx ) cos X — COS( N ) Ssin i
5n+ 1 5n + 1

Rozdélme nasi fadu na dvé a studujme je zvlast. Nejprve

i sin(nx) cos "o
= Sn+1")’

n=1
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o funkcich sin(nz) vime, Ze maji stejné stejnomérné omezené castectné soucty na [d, 2w — ¢
pro libovolné 6 > 0. Posloupnost

1
n$2 —3z+3

jde k nule pro vsechna x, nejpomaleji v bodé x = %, ale i v ném je exponent kladny a roven
%, plati tedy

. 1 o1
lim sup |———=—0|= lim — =0,
n—00 y.c10,27] nx<—sT+ n—oo N

a posloupnost tak konverguje k 0 stejnomérné. Nakonec si vSimneme, zZe posloupnost

n
5n+1

coS :c) je monotonni, plati totiz

0<
~—bhn+1

2
x§§<7r Vz € [0,27], Vn € N

a my muzeme aplikovat arccos jako ekvivalentni upravu (je to bijekce z [—1,1] — [0, 7], a

® 4 n _ n
proto muzeme psat arccos (cos(mx)> = Hx).

n n+1
Ccos T | > cos T
on+1 on + 6
n n+1 Pozn.: funkce arccos je klesajici,

5n + 190 ~ 5n+ 636 proto ota¢ime znaménko nerovnosti

5n2 +6n < 5n 4 6n+ 1

Navic jsou cosiny zjevné stejné stejnomérné omezené jednickou. Mame tedy dohromady

= sin(nz) n
Z 5013 COS(5n n 1x) = na [0,21 — 0]

n=1
Dirichlet

J/

Abel
Velmi podobné dokazeme, ze stejnomérné konverguje i druhd cast puvodni rady,

i cos(nx) sinf ",
ne? 88\ By 1 )

n=1

Omezené castecné soucty cos(nz) mame, stejnomérnou konvergenci jmenovatele k 0

taky. Siny jsou také stejné stejnomérné omezené jednickou. Jen k monotonii sin(#m)

potfebujeme trochu jinou podminku, kterd ale také plati:

n <27r
x E—
Sn+1 — 5

<0<

<

ro| 3
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Plati tedy

n=1
Dirichlet
NS

5 conlna) Sin( - 13;) = na (6,2 — 4]
—_————

J

~
Abel

Dohromady mame tedy, ze rada

s Sin (n’jrl x>
ZW:; na [(5,27'(—(5] (*)
n=1

Spojime-li ted dohromady nase poznatky s témi z Weiestrassova M-testu, vidime, ze
dokazeme pokryt cely interval [0, 27]. Volme napiiklad 6 = % Plati

7
inf x2—3x+3:1.

x€ [0,%]U[2ﬂ'7%,2ﬂ']

Muzeme proto odhadnout funkce

1 - 1
na:2—3ac+3 — n%’

a podle Weierstrasse konverguje fada stejnomérné na [O, % a také na [27r — %, 27r] . Podle ()
vidime, ze fada také konverguje stejnomérné na [%, 2m — % . Jelikoz méme 3 (konecny pocet)
mnoziny - intervaly -, na kterych konvergujeme stejnomérné, konvergujeme stejnomérné také
na jejich sjednoceni a tedy na celém intervalu [0, 27].

0
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2.)

Vypoctéte hmotnost desky ohrani¢ené kiivkami

y =z, y =327, y=-, Y=

SHEN

s plosnou hustotou p(x,y) = 6xy>.

Reseni: Tvar desky neni nikterak pékny, navic jeji hustota se méni jak s xz-ovou tak s y-ovou
soufadnici.

Provedeme specialni zaménu soutradnic, ktera bude reflektovat tvar nasi mnoziny. Definujme

—
=
v =xy,
inverzni zobrazeni ma predpis
LU
x={f—
u

y = .

o= (i 55

Proto tedy plati
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kde ¢ je zobrazeni z véty o substituci. Z obrazku je zfejmé ze se pohybujeme v kladnych x
a y, tedy také u a v. Ve je tedy spravné definované a ¢ € C*. Spoc¢téme Jakobiho matici

1
u

or oz 3 iy
J ou  Ov {/g %/g
b= =
% g—y 102 1_ 2w
“ ! 3 3uv22 3 3uv22
a jeji determinant
2 2
172= = 1
|det J,| = | -2 — -2 =_—.
9w 9o 3u

1 3
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