
Matematika pro fyziky I Domáćı úkol 3

Domáćı úkol 3

Termı́n odevzdáńı: 29. 10. 2025 do večera

V úkolu je mnohem d̊uležitěǰśı postup nežli konečný výsledek, vše řádně od̊uvodněte.

1.)

Rozhodněte, zda posloupnost funkćı {ϕn}∞n=1 konverguje stejnoměrně na R.

ϕn(x) = e
−
√
x2 +

1

n

Řešeńı: Nejprve najdeme bodovou limitu naš́ı posloupnosti funkćı. Stač́ı zafixovat x a poslat
n do nekonečna.

lim
n→∞

e
−
√
x2 +

1

n = e−|x|

Nyńı vyšetřeme stejnoměrnou konvergenci. Hledejme

σn = sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣∣e
−
√
x2 +

1

n − e−|x|

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Správně bychom měli nejdř́ıv zkontrolovat chováńı pro x → ∞. Jelikož jsou funkce sudé
stač́ı se nám kontrolovat nezáporné x.

lim
x→∞

e
−
√
x2 +

1

n − e−|x| = lim
x→∞

e−|x|

e−
√
x2 +

1

n
+ |x|

− 1

 =

= lim
x→∞

e−|x|
(
−
√
x2 +

1

n
+ |x|

)e
−
√
x2 +

1

n
+ |x|

− 1

−
√
x2 +

1

n
+ |x|


Zkontrolujeme chováńı

lim
x→∞
−
√
x2 +

1

n
+ |x| = lim

x→∞

−x2 − 1

n
+ x2√

x2 +
1

n
+ |x|

= lim
x→∞

− 1

n√
x2 +

1

n
+ |x|

= 0,

1
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a proto je nulová i předchoźı limita. Hledejme tedy maximum rozd́ılu oněch dvou funkćı
někde na intervalu [0,∞) (Dı́ky sudosti stač́ı hledat zde, nav́ıc se t́ım vyhneme problémům
s derivaćı |x| v 0). Derivujmee−x − e−

√
x2 +

1

n


′

= −e−x + e
−
√
x2 +

1

n x√
x2 + 1

n

< 0,

protože druhý člen je v absolutńı hodnotě menš́ı nežli prvńı. Rozd́ıl je tedy vždy klesaj́ıćı a
proto nám stač́ı zkontrolovat maximum v bodě 0.

σn = 1− e
−
√

1

n −→ 0

což plyne již také z bodové konvergence v 0. Posloupnost tak konverguje stejnoměrně na
celém R.

�
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2.)

Vyšetřete, kde řada

∞∑
n=1

n
− 2 + x

1 + x2

splňuje nutnou podmı́nku stejnoměrné konvergence. Nalezněte maximálńı interval, na kterém
řada konverguje lokálně stejnoměrně. Ukažte, že na tomto intervalu řada nekonverguje stej-
noměrně.

Hint : V posledńı části 2.) se můžete inspirovat postupem z př́ıkladu 14.2.4 ze skript Černý &
Pokorný.

Řešeńı: Nutná podmı́nka zńı: pokud má řada
∑
fn ⇒, pak muśı fn ⇒ 0. Sledujme bodovou

limitu funkćı

n
− 2 + x

1 + x2

Na to, aby byla limita n → ∞ výrazu rovna 0 potřebujeme, aby byl exponent záporný,
neboli

2 + x

1 + x2
> 0 ⇒ −2 < x <∞

Na intervalu (−2,∞) ale nemůžeme k 0 konvergovat stejnoměrně, protože

sup
x∈(−2,∞)

∣∣∣∣∣n−
2 + x

1 + x2 − 0

∣∣∣∣∣ = sup
x∈(−2,∞)

n
− 2 + x

1 + x2 ≥ lim
x→−2

n
− 2 + x

1 + x2 = 1,

podobně pro x→∞. Zvolme alespoň ořezaný interval [−2 + δ,K], δ > 0, K > 0. Dokažme,
že na tomto intervalu konvergujeme stejnoměrně. Zderivujme funkci a hledejme maximum,(

n
− 2 + x

1 + x2
)′

= ln(n)n
− 2 + x

1 + x2 x
2 + 4x− 1

(1 + x2)2
= 0,

což má na intervalu (−2,∞) jedno řešeńı a to bod x = −2 +
√

5. Podle znaménka derivace
však můžeme nahlédnout, že jde o minimum, maximum tedy nabýváme na kraj́ıch intervalu.
Zde podle bodové konvergence na [−2+δ,K] konvergujme k nule, a proto je nutná podmı́nka
stejnoměrné konvergence splněna na intervalu [−2 + δ,K] pro libovolně malé δ > 0 a
libovolně velké K > 0.

Nyńı se pod́ıváme na stejnoměrnou konvergenci samotné řady. Je jasné, že nemůže
konvergovat stejnoměrně na jakémkoli intervalu, kde jsou x, pro které 2+x

1+x2 ≤ 1, nebot’ pro

3

https://www.karlin.mff.cuni.cz/~krump/analyza/skripta_MAF3.pdf
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tyto x řada v̊ubec nekonverguje. Chceme tedy

2 + x

1 + x2
> 1

2 + x > 1 + x2(
x− 1−

√
5

2

)(
x− 1 +

√
5

2

)
< 0

Maximálńı interval lokálńı stejnoměrné konvergence je tedy

(
1−
√

5

2
,
1 +
√

5

2

)
. Stej-

noměrná konvergence na

[
1−
√

5

2
+ δ1,

1 +
√

5

2
− δ2

]
je totiž zřejmá z Weierstrassova

M-testu. Plat́ı

∃λ > 0, ∀x ∈

[
1−
√

5

2
+ δ1,

1 +
√

5

2
− δ2

]
:

2 + x

1 + x2
> 1 + λ

Poté můžeme použ́ıt odhad

∞∑
n=1

n
− 2 + x

1 + x2 ≤
∞∑
n=1

1

n1 + λ
<∞

Nakonec ukážeme, že na intervalu

(
1−
√

5

2
,
1 +
√

5

2

)
nekonvergujme stejnoměrně.

Vyjděme z Bolzano-Cauchyovy podmı́nky, která by musela platit:

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N ∩ [n0,∞), ∀p ∈ N, ∀x ∈

(
1−
√

5

2
,
1 +
√

5

2

)
:

∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

k
− 2 + x

1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

Na chv́ıli zafixujeme n a p, jelikož posledńı nerovnost plat́ı pro všechna x z nalezeného
intervalu, můžeme s x limitit k jednomu z jeho kraj̊u. Ze spojitosti se nám při limitńım
procesu ostrá nerovnost maximálně změńı na neostrou. Dostaneme

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N ∩ [n0,∞), ∀p ∈ N, :

∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

k−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε,

což je Bolzano-Cauchyova podmı́nka pro harmonickou řadu, o které v́ıme, že diver-
guje a proto přicháźıme do sporu. Řada tedy nemůže konvergovat stejnoměrně na(

1−
√

5

2
,
1 +
√

5

2

)
, pouze lokálně stejnoměrně.

�
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