Matematika pro fyziky I Domaci tkol 3

Domaci ukol 3

Termin odevzdani: 29. 10. 2025 do vecera
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1.)

Rozhodnéte, zda posloupnost funkei {¢,}5°, konverguje stejnomérné na R.
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Resent: Nejprve najdeme bodovou limitu nasf posloupnosti funkei. Staci zafixovat x a poslat

n do nekonecna.
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Nyni vysetifeme stejnomérnou konvergenci. Hledejme
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Spravné bychom méli nejdiiv zkontrolovat chovani pro x — oo. Jelikoz jsou funkce sudé
stac¢i se nam kontrolovat nezaporné x.

Zkontrolujeme chovani
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a proto je nulova i predchozi limita. Hledejme tedy maximum rozdilu onéch dvou funkci
nékde na intervalu [0, co) (Diky sudosti staci hledat zde, navic se tim vyhneme problémum
s derivaci |z| v 0). Derivujme
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protoze druhy ¢len je v absolutni hodnoté mensi nezli prvni. Rozdil je tedy vzdy klesajici a
proto nam sta¢i zkontrolovat maximum v bodé 0.
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coz plyne jiz také z bodové konvergence v 0. Posloupnost tak konverguje stejnomérné na
celém R.

O




Matematika pro fyziky I Domaci tkol 3

2.)
Vysetiete, kde rada
- 24z
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spliiuje nutnou podminku stejnomérné konvergence. Naleznéte maximélni interval, na kterém
fada konverguje lokdlné stejnomérné. Ukazte, ze na tomto intervalu fada nekonverguje stej-
nomerne.

Hint: V posledni ¢ésti 2.) se miizete inspirovat postupem z pifkladu 14.2.4 ze skript| Cerny &
Pokorny.

Resent: Nutna podminka zni: pokud md fada 3° f,, =, pak musf f,, = 0. Sledujme bodovou
limitu funkei
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Na to, aby byla limita n — oo vyrazu rovna 0 potiebujeme, aby byl exponent zaporny,
neboli
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Na intervalu (—2,00) ale nemuzeme k 0 konvergovat stejnomeérné, protoze
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podobné pro z — co. Zvolme alespon ofezany interval [—2 + 4§, K|, > 0, K > 0. Dokazme,
ze na tomto intervalu konvergujeme stejnomérné. Zderivujme funkci a hledejme maximum,
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coZ mé na intervalu (—2, 00) jedno feseni a to bod 2 = —2 + /5. Podle znaménka derivace
vsak muzeme nahlédnout, Ze jde o minimum, maximum tedy nabyvame na krajich intervalu.
Zde podle bodové konvergence na [—2+4, K] konvergujme k nule, a proto je nutna podminka
stejnomeérné konvergence splnéna na intervalu [—2 + 6, K| pro libovolné malé § > 0 a
libovolné velké K > 0.

Nyni se podivame na stejnomérnou konvergenci samotné fady. Je jasné, ze nemuze

konvergovat stejnomérné na jakémkoli intervalu, kde jsou z, pro které 12;;2 < 1, nebot pro



https://www.karlin.mff.cuni.cz/~krump/analyza/skripta_MAF3.pdf
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tyto x fada viubec nekonverguje. Chceme tedy
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Maximalni interval lokalni stejnomérné konvergence je tedy (
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nomeérnd konvergence na [ — 52] je totiz ztejma z Weierstrassova
M-testu. Plati
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Poté muzeme pouzit odhad
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Vyjdéme z Bolzano-Cauchyovy podminky, ktera by musela platit:

nekonvergujme stejnomérneé.

Nakonec ukazeme, ze na intervalu
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Na chvili zafixujeme n a p, jelikoz posledni nerovnost plati pro vSechna x z nalezeného
intervalu, muzeme s x limitit k jednomu z jeho kraju. Ze spojitosti se ndm pii limitnim
procesu ostra nerovnost maximalné zméni na neostrou. Dostaneme
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coz je Bolzano-Cauchyova podminka pro harmonickou tadu, o které vime, ze diver-
guje a proto prichdzime do sporu. Rada tedy nemuze konvergovat stejnomérné na
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) , pouze lokalné stejnomeérneé.




