Matematika pro fyziky I Doméci tkol 2

Domaci ukol 2

Termin odevzdani: 22. 10. 2025 do vecera

1.)

Méjte zadan funkcional akce
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Najdéte prvni Gateauxovu derivaci ve sméru h = (hy, hy). Déle zaved'te zobecnéné hybnosti a

sestavte Hamiltonovy rovnice pro nalezeni extrémaly.

Resent:
Prvni Gateauxovu derivaci najdeme z definice (pouzijeme parametr r, aby nedoslo k
zameéneé s casem t) jako
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D4l zavedeme zobecnéné hybnosti
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Nyni jsme skoro pripraveni zkonstruovat Hamiltonian, jesté potfebujeme najit predpis pro
Gi(q, p). Invertujeme predchozi rovnice do tvaru
G = —p2 (1)
.9
G2 = q3 — p1 — 2pa. (2)

Hamiltonidn tedy dostavame podle vzorce

H(q,p) = p14i(q, ) + p2ga(a, p) — L (t,q,d(q,p)) =
= —p1p2 + P2 (q§ —DP1— 2]92) —p3—p2 (q§ —D1— 2]02) —q+@pr =
= G3p2 — P1P2 — D5 — 1.




Matematika pro fyziky I Doméci tkol 2

Dvé Hamiltonovy rovnice uz zname, jsou to vztahy a . Zbyvajici dvé rovnice ziskame
podle

oH
b1 a1 (3)
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2.)
Definujme posloupnost funkci
fa(z) = arctg(nz).

Naleznéte bodovou limitu (pokud existuje) na intervalu (0, 00). Rozhodnéte, zda tato posloup-
nost konverguje ke své limité na tomto intervalu stejnomeérné ¢i alespon lokalné stejnomérné.

Resend: Bodovou limitu najdeme snadno. Je zjevné, Ze pro pevné dané x plati, ze nz — oo
pro n — oo. Proto ma bodova limita (plati f,, — f) podobu

f(z) = arctg(400) =

SE

Nyni vySetieme stejnomérnou konvergenci. Definujme

on = sup |fu(x)— f(z)| = sup
z€(0,00) x€(0,00)
= g - mei(r&ﬁo) arctg(nz) = g

7r 0
arctg(nz) — 5| = s(up ) 5= arctg(nz) | =
x€ (0,00

7 toho hned vidime, Ze posloupnost nekonverguje stejnomérné. Problémem je chovani u nuly,
jelikoz vSechny funkce f,, tam maji limitu 0. Pro urceni lokalné stejnomérné konvergence
uvazujme libovolnou kompaktni mnozinu K C (0, 00). Jelikoz jsme na redlné ose, vime ze
K je omezend a uzaviend, ma proto svuj minimalni prvek, oznacme ho my > 0. Diky tomu,
ze funkce arctg je rostouci, plati

————'fact( )————act( ) — — =0
g mn T nx T nm — .

zeK

bo | 3

z bodové konvergence

Vidime, ze f, = f na mnoziné K. A jelikoz K byla libovolnd kompaktni podmnozina
loc

(0, 00), konverguje posloupnost f,, = f.
]
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3.)

U kazdého z nésledujicich tvrzeni rozhodnéte, zda plati a uved'te piiklad posloupnosti funkci,
které ho splnuji.
Existuje posloupnost funkei {a,} takova, ze

loc

a) a, = 0 na R, ale neplati a,, = 0 na R.
b) {a,} € N(R), a, = 0 na R ale

lim (N)/ a, dzr > 0.
n—00 oo

¢) {a,} je nerostouci, plati a,, — 0 na R, ale neplati a,, = 0.
d) {a,} je klesajici a plati a,, = sgn(z).

e) a, jsou spojité, neplati, ze a,, — 0 na (0,1), ale

1
lim(N)/ a, dr =0
0

n—o0

Resent: Ve skutecnosti si ovéifme, ze pifklad posloupnosti existuje pro viechny z uvedenych
priklad.

a)

Pokud pracujeme na R, muzeme vyuzit jeho neomezenosti a naopak omezenosti libovolné

kompaktni mnoziny K C R. Z konstruujeme funkce ve stylu tzv. klouzajictho hrbu. Defi-
nujme

11
cos? (mx) pro x € (——, —) :
2°2
g(x) =
0 jinde.
Y
9()
i ] g
2 )
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Poté uz jen definujeme posloupnost {a,} jako

an(@) = g(z — n)

a problémovy hrbol postupné diive ¢i pozdéji opusti libovolnou kompaktni mnozinu. Funkce
a, pak na dané mnoziné budou uz jen konstantné nulové a zjevné tam tak budou konvergovat
stejnomeérné k 0. Zaroven vSak vidime, ze na R hrb zustava a mé konstantni vysku, udrzuje
tak supremum na hodnoté 1 a funkce nekonverguji stejnomérné.

Pozn.: Jelikoz nebyl pozadavek na spojitost funkei a,,, mohli jsme také uvazovat jednoduse
g(x) = X(-11 >(91;), kde x; je tzv. charakteristickd funkce rovna 1 na svém intervalu I a
272

nulova jinde.

b)

I kdyz mame vétu na prohazovani limity a integralu pii stejnomérné konvergenci, zde se
pohybujeme na neomezeném intervalu a to neni v souladu s jejimi predpoklady. Ty vyzaduji
omezeny interval. Lehce nahlédneme, ze naptiklad funkce

1
1 - pro xz € (—n,n),
an(T) = —X(=nm)(T) =
0 jinde.

zjevné a, = 0 na R, jelikoz jejich suprema jsou % — 0. OvSem plati

o0 n 1
/ an(x) doe = / — dz =2,
—o0 —n 1

takze také limita integralu zustane na hodnoté 2 > 0.

c)

Priklad opét vytesime velmi jednoduse. Definujme funkci ”schod”jako

)1 pro x € (—o0,0),
S<I>_{ 0 pro z € (0,00),

tu pak budeme posouvat smérem vlevo, abychom zachovali, ze posloupnost ma byt neros-
touci. (Zde mame nédhodou dokonce i nerostouci funkce, ty ale k nerostouci posloupnosti
funkei potteba)

an(x) = s(x +n)

Pokud bychom funkce ”zhladili” (zaoblili rohy, zbavili se nespojitosti), pfipad by pripominal
Diniho vétu. K té vsak opét potiebujeme omezeny a tentokrat i uzavieny interval.
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d)
Tento ptipad je velmi jednoduchy, staci, kdyz na funkci signum prosté ”sneseme” seshora.
() = sen(e) +
an(x) = sgn(x) + —
& n
e)

Zde se pokusime najit posloupnost funkci, které budou mit konstantni nulovy integral.
Zéaroven ale chceme, aby funkce nekonvergovaly bodové k nule. Uvazme funkce

an(x) = sin(2mnz).
Plati

! 1 2mn) — 1-1
/ anp(x) doe = ——— [008(271'711')](1) = _cos(2nn) — cos0 =— =
0

2mn 2mn 2m™n

Zaroven je ale zjevné, ze pro obecné x posloupnost {sin(27nx)} nemé limitu, a posloupnost
funkei {a,} tak nekonverguje bodové na (0, 1).

Pozn.: Ulohu jsem zadaval s trochu jinym umyslem, muzete jako bonus za néjaké dese-
tinky bodu do feseni pristiho tkolu pridat posloupnost funkei a,,, které budou nezaporné,
a za jesté vetsi bonus, funkce nezédporné a limita ¢iselné posloupnosti a,(z) neexistuje pro
zédné z € (0,1).
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