
Matematika pro fyziky I Domáćı úkol 2

Domáćı úkol 2

Termı́n odevzdáńı: 22. 10. 2025 do večera

1.)

Mějte zadán funkcionál akce

S(q) =

∫ t

0

L(t,q, q̇) dt =

∫ t

0

(q̇1)2 − q̇1q̇2 + q1 + q2
2 q̇1 dt.

Najděte prvńı Gâteauxovu derivaci ve směru h = (h1, h2). Dále zaved’te zobecněné hybnosti a
sestavte Hamiltonovy rovnice pro nalezeńı extrémály.

Řešeńı:
Prvńı Gâteauxovu derivaci najdeme z definice (použijeme parametr r, aby nedošlo k

záměně s časem t) jako

DhS(q1, q2) =
d

dr

(
S(q1 + rh1, q2 + rh2)

) ∣∣∣∣
r=0

=

=
d

dr

∫ t

0

(
q̇1 + rḣ1

)2

−
(
q̇1 + rḣ1

)(
q̇2 + rḣ2

)
+ (q1 + rh1) + (q2 + rh2)2

(
q̇1 + rḣ1

)
dt

∣∣∣∣
r=0

=

=

∫ t

0

2
(
q̇1 + rḣ1

)
ḣ1 − ḣ1

(
q̇2 + rḣ2

)
−
(
q̇1 + rḣ1

)
ḣ2 + h1 + 2 (q2 + rh2)h2

(
q̇1 + rḣ1

)
+

+ (q2 + rh2)2 ḣ1 dt

∣∣∣∣
r=0

=

=

∫ t

0

2q̇1ḣ1 − q̇2ḣ1 − q̇1ḣ2 + h1 + 2q2q̇1h2 + q2
2ḣ1 dt.

Dál zavedeme zobecněné hybnosti

p1 =
∂L

∂q̇1

= 2q̇1 − q̇2 + q2
2

p2 =
∂L

∂q̇2

= −q̇1.

Nyńı jsme skoro připraveni zkonstruovat Hamiltonián, ještě potřebujeme naj́ıt předpis pro
q̇i(q,p). Invertujeme předchoźı rovnice do tvaru

q̇1 = −p2 (1)

q̇2 = q2
2 − p1 − 2p2. (2)

Hamiltonián tedy dostáváme podle vzorce

H(q,p) = p1q̇1(q,p) + p2q̇2(q,p)− L
(
t,q, q̇(q,p)

)
=

= −p1p2 + p2

(
q2

2 − p1 − 2p2

)
− p2

2 − p2

(
q2

2 − p1 − 2p2

)
− q1 + q2

2p2 =

= q2
2p2 − p1p2 − p2

2 − q1.
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Dvě Hamiltonovy rovnice už známe, jsou to vztahy (1) a (2). Zbývaj́ıćı dvě rovnice źıskáme
podle

ṗ1 = −∂H
∂q1

= 1 (3)

ṗ2 = −∂H
∂q2

= −2q2p2. (4)

�
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2.)

Definujme posloupnost funkćı

fn(x) = arctg(nx).

Nalezněte bodovou limitu (pokud existuje) na intervalu (0,∞). Rozhodněte, zda tato posloup-
nost konverguje ke své limitě na tomto intervalu stejnoměrně či alespoň lokálně stejnoměrně.

Řešeńı: Bodovou limitu najdeme snadno. Je zjevné, že pro pevně dané x plat́ı, že nx→∞
pro n→∞. Proto má bodová limita (plat́ı fn → f) podobu

f(x) = arctg(+∞) ≡ π

2
.

Nyńı vyšetřeme stejnoměrnou konvergenci. Definujme

σn = sup
x∈(0,∞)

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ = sup

x∈(0,∞)

∣∣∣∣arctg(nx)− π

2

∣∣∣∣ = sup
x∈(0,∞)

(
π

2
− arctg(nx)

)
=

=
π

2
− inf

x∈(0,∞)
arctg(nx) =

π

2
.

Z toho hned vid́ıme, že posloupnost nekonverguje stejnoměrně. Problémem je chováńı u nuly,
jelikož všechny funkce fn tam maj́ı limitu 0. Pro určeńı lokálně stejnoměrné konvergence
uvažujme libovolnou kompaktńı množinu K ⊂ (0,∞). Jelikož jsme na reálné ose, v́ıme že
K je omezená a uzavřená, má proto sv̊uj minimálńı prvek, označme ho mK > 0. Dı́ky tomu,
že funkce arctg je rostoućı, plat́ı

σn =
π

2
− inf

x∈K
arctg(nx) =

π

2
− arctg(nmK) −→︸︷︷︸

z bodové konvergence

π

2
− π

2
= 0.

Vid́ıme, že fn ⇒ f na množině K. A jelikož K byla libovolná kompaktńı podmnožina

(0,∞), konverguje posloupnost fn
loc

⇒ f .
�
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3.)

U každého z následuj́ıćıch tvrzeńı rozhodněte, zda plat́ı a uved’te př́ıklad posloupnosti funkćı,
které ho splňuj́ı.

Existuje posloupnost funkćı {an} taková, že

a) an
loc

⇒ 0 na R, ale neplat́ı an ⇒ 0 na R.

b) {an} ∈ N (R), an ⇒ 0 na R ale

lim
n→∞

(N )

∫ ∞
−∞

an dx > 0.

c) {an} je nerostoućı, plat́ı an → 0 na R, ale neplat́ı an ⇒ 0.

d) {an} je klesaj́ıćı a plat́ı an ⇒ sgn(x).

e) an jsou spojité, neplat́ı, že an → 0 na (0, 1), ale

lim
n→∞

(N )

∫ 1

0

an dx = 0

Řešeńı: Ve skutečnosti si ověř́ıme, že př́ıklad posloupnosti existuje pro všechny z uvedených
př́ıklad̊u.

a)

Pokud pracujeme na R, můžeme využ́ıt jeho neomezenosti a naopak omezenosti libovolné
kompaktńı množiny K ⊂ R. Z konstruujeme funkce ve stylu tzv. klouzaj́ıćıho hrbu. Defi-
nujme

g(x) =


cos2 (πx) pro x ∈

(
−1

2
,
1

2

)
,

0 jinde.

x

y

1
2

−1
2

g(x)
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Poté už jen definujeme posloupnost {an} jako

an(x) = g(x− n)

a problémový hrbol postupně dř́ıve či později opust́ı libovolnou kompaktńı množinu. Funkce
an pak na dané množině budou už jen konstantně nulové a zjevně tam tak budou konvergovat
stejnoměrně k 0. Zároveň však vid́ıme, že na R hrb z̊ustává a má konstantńı výšku, udržuje
tak supremum na hodnotě 1 a funkce nekonverguj́ı stejnoměrně.

Pozn.: Jelikož nebyl požadavek na spojitost funkćı an, mohli jsme také uvažovat jednoduše
g(x) = χ(− 1

2
, 1
2)(x), kde χI je tzv. charakteristická funkce rovna 1 na svém intervalu I a

nulová jinde.

b)

I když máme větu na prohazováńı limity a integrálu při stejnoměrné konvergenci, zde se
pohybujeme na neomezeném intervalu a to neńı v souladu s jej́ımi předpoklady. Ty vyžaduj́ı
omezený interval. Lehce nahlédneme, že např́ıklad funkce

an(x) =
1

n
χ(−n,n)(x) =


1

n
pro x ∈ (−n, n) ,

0 jinde.

zjevně an ⇒ 0 na R, jelikož jejich suprema jsou 1
n
→ 0. Ovšem plat́ı∫ ∞

−∞
an(x) dx =

∫ n

−n

1

n
dx = 2,

takže také limita integrál̊u z̊ustane na hodnotě 2 > 0.

c)

Př́ıklad opět vyřeš́ıme velmi jednoduše. Definujme funkci ”schod”jako

s(x) =

{
1 pro x ∈ (−∞, 0) ,
0 pro x ∈ (0,∞) ,

tu pak budeme posouvat směrem vlevo, abychom zachovali, že posloupnost má být neros-
toućı. (Zde máme náhodou dokonce i nerostoućı funkce, ty ale k nerostoućı posloupnosti
funkćı potřeba)

an(x) = s(x+ n)

Pokud bychom funkce ”zhladili”(zaoblili rohy, zbavili se nespojitosti), př́ıpad by připomı́nal
Diniho větu. K té však opět potřebujeme omezený a tentokrát i uzavřený interval.
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d)

Tento př́ıpad je velmi jednoduchý, stač́ı, když na funkci signum prostě ”sneseme”seshora.

an(x) = sgn(x) +
1

n

e)

Zde se pokuśıme naj́ıt posloupnost funkćı, které budou mı́t konstantńı nulový integrál.
Zároveň ale chceme, aby funkce nekonvergovaly bodově k nule. Uvažme funkce

an(x) = sin(2πnx).

Plat́ı ∫ 1

0

an(x) dx = − 1

2πn

[
cos(2πnx)

]1
0

= −cos(2πn)− cos 0

2πn
= −1− 1

2πn
= 0.

Zároveň je ale zjevné, že pro obecné x posloupnost {sin(2πnx)} nemá limitu, a posloupnost
funkćı {an} tak nekonverguje bodově na (0, 1).

Pozn.: Úlohu jsem zadával s trochu jiným úmyslem, můžete jako bonus za nějaké dese-
tinky bodu do řešeńı př́ı̌st́ıho úkolu přidat posloupnost funkćı an, které budou nezáporné,
a za ještě větš́ı bonus, funkce nezáporné a limita č́ıselné posloupnosti an(x) neexistuje pro
žádné x ∈ (0, 1).

�

6


