
Matematika pro fyziky I Domáćı úkol 1

Domáćı úkol 1

Termı́n odevzdáńı: 15. 10. 2025 do večera

1.)

Uvažujme nezáporné funkce y ∈ C([0, 1]), y(0) = 0, y(1) = 1, které svým grafem ohranič́ı plochu
P .

Obrázek 1: Plocha

Najděte takovou funkci y, pro kterou bude součet obsahu a obvodu P co nejmenš́ı.

Řešeńı: Na úvod trochu technikálíı. I když po nás zadáńı chce minimum na prostoru pouze
spojitých funkćı, aby byla úloha v̊ubec definována muśıme mı́t alespoň částečnou regularitu
- např́ıklad po částech C1 funkce. Pouze pro takové funkce jsme schopni rozumně vypoč́ıtat
délku grafu. Funkce jako např. Weierstrassova funkce sice je spojitá, ale nikde diferencova-
telná, jej́ı délka grafu je nekonečná - takové funkce ale opravdu nemuśıme uvažovat, protože
s nekonečným obvodem určitě nebudou minimizéry v naš́ı úloze. Pokračujme proto, jako
bychom pracovali na C1([0, 1]).

Nejprve sestavme funkcionál, který chceme minimalizovat. Je to součet obvodu a obsahu
šedé plochy P . Obvod se skládá z dvou úseček délky 1. Ty jsou jeho součást́ı vždy a neńı
třeba je započ́ıtávat do minimalizované veličiny. Stač́ı tedy pouze délka grafu y(x). Obsah
plochy pod grafem je pro nezáporné funkce rovna prostě jen integrálu z dané funkce. Zde je
d̊uležitý předpoklad nezápornosti, nyńı si s t́ım ale nelámeme hlavu a funkcionál zadáváme
bez vazby na nezáporné funkce - pouze pokud by nám minimizuj́ıćı funkce vyšla částečně
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záporně, muśıme výpočet předělat.

Φ(y) =

∫ 1

0

y +
√

1 + (y′)2 dx

Spoč́ıtejme Euler-Lagrangeovy rovnice

∂f

∂y
=

(
∂f

∂y′

)′

1 =

(
y′√

1 + (y′)2

)′

.

Tato rovnice je ekvivalentńı s

y′√
1 + (y′)2

= x+ C. (1)

Zde jsme mohli rovnou integrovat aniž bychom závorku rozderivovávali, obejdeme se tedy
bez y′′, nemuśıme diskutovat, zda existuje (Věta o regularitě minimizéru). Pro klid v duši
a pro kontrolu však diskuzi udělat můžeme.

∂2f

∂(y′)2
=

1√
1 + (y′)2

3 > 0

a proto náš minimizér bude dokonce lokálně C2 (kromě bod̊u, kde je nekonečná derivace,
které na prostoru spojitých funkćı povolujeme). Pokračujme a řešme rovnici (1).

(y′)2

1 + (y′)2
= (x+ C)2

y′ =
x+ C√

1− (x+ C)2

Při odmocňoneńı jsme zapomněli na větev se znaménkem −, protože již z rovnice (1) je
zřejmé, že y′ sd́ıĺı znaménko s x+ C. Dále integrujme

y =

∫
x+ C√

1− (x+ C)2
dx =

∣∣∣∣∣ t = (x+ C)2

dt = 2(x+ C) dx

∣∣∣∣∣ =
1

2

∫
1√

1− t
dt =

= −
√

1− t+D = −
√

1− (x+ C)2 +D

Dosazeńım okrajových podmı́nek y(0) = 0 a y(1) = 1 źıskáme rovnice pro konstanty C a
D, jejich vyřešeńım pak dostáváme jediného kandidáta na extrém

y = 1−
√

1− x2.
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Tato funkce neńı sice z prostoru C1([0, 1]), ale je mu libovolně bĺızko. A na prostoru C([0, 1])
u6 je to validńı funkce.

Nyńı ještě ověř́ıme, že jde skutečně o minimum, dokonce globálńı. Zkuśıme rozhodnout
o konvexitě funkcionálu Φ. Spoč́ıtejme Hessovu matici pro funkci f (jej́ı část závislou na
posledńıch dvou složkách, f̃(y, y′)), d́ıky pouhé lineárńı závislosti na y plat́ı ∂2f

∂y2
∂2f

∂y∂(y′)
∂2f

∂(y′)∂y
∂2f

∂(y′)2

 =

 0 0
0 1√

1+(y′)2
3

 ,

což je jistě všude pozitivně semidefinitńı matice. Funkcionál je tedy konvexńı na celém
prostoru C1([0, 1]). Tomu šlo nahlédnout př́ımo, pokud si uvědomı́me, že f(x, y, y′) =
y +

√
1 + (y′)2 je součet dvou konvexńıch funkćı ”jedné proměnné”(k1(x) = x a k2(x) =√

1 + x2).
�
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2.)

Nalezněte extrémály funkcionálu Φ na množině M vzhledem k vazbě G = 3 (př́ıklad 15 z 1.
sady).

Φ(y) =

∫ 1

0

(y′)2 dx

M =
{
y ∈ C1([0, 1]); y(0) = 1, y(1) = 6

}
G(y) =

∫ 1

0

y dx

Řešeńı: Začneme s nutnou podmı́nkou při práci s Lagrangeovými multiplikátory:

dG(y) 6= 0.

Ta je ale splněna velmi snadno, jelikož

DhG(y) =

∫ 1

0

h dx,

což zjevně neńı identická nula. Definujme proto funkcionál B = Φ − λG pro nějaké λ ∈ R
a hledejme minimum. Euler-Lagrangeovy rovnice maj́ı tvar

∂b

∂y
=

(
∂b

∂y′

)′

∂f

∂y
− λ∂g

∂y
=

(
∂f

∂y′
− λ ∂g

∂y′

)′

−λ =
(
2y′
)′
.

Zde by se nám hodilo mı́t zajǐstěnou regularitu minimizéru. Ověřme, že

∂2b

∂(y′)2
= 2 > 0,

takže minimizér bude z C2([0, 1]). Vyřešme nyńı diferenciálńı rovnici

y′′ = −λ
2

y = −λ
4
x2 + Cx+D

a konstanty dopoč́ıtejme z okrajových podmı́nek a vazebńı podmı́nky.

y(0) = 1 ⇒ D = 1

y(1) = 6 ⇒ −λ
4

+ C +D = 6

G(y) = 3 ⇒ − λ

12
+
C

2
+D = 3
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Tuto soustavu řeš́ı trojice C = 2, D = 1, λ = −12, hledaný kandidát je funkce

y(x) = 3x2 + 2x+ 1.

Ověřme nyńı, že jde o minimum. Pod́ıvejme se opět na konvexitu funkcionálu B, respektive
funkce b̃x(y, y′). Hessova matice má tvar(

0 0
0 2

)

a je tedy pozitivně semidefinitńı. Nalezená funkce je tedy bodem minima funkcionálu Φ−λG,
a tedy i bodem minima funkcionálu Φ vzhledem k vazbě G = 3.

�
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