Matematika pro fyziky I Doméci tkol 1

Domaci ukol 1

Termin odevzdani: 15. 10. 2025 do vecera

1.)

Uvazujme nezéporné funkce y € C([0,1]),y(0) = 0,y(1) = 1, které svym grafem ohranici plochu
P.
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Obrazek 1: Plocha

Najdéte takovou funkci y, pro kterou bude soucet obsahu a obvodu P co nejmensi.

Resend: Na tivod trochu technikalif. I kdyZz po nés zadén{ chce minimum na prostoru pouze
spojitych funkci, aby byla tloha vibec definovdna musime mit alespon ¢astecnou regularitu
- napifklad po édstech C'! funkce. Pouze pro takové funkce jsme schopni rozumné vypoéitat
délku grafu. Funkce jako napt. Weierstrassova funkce sice je spojitd, ale nikde diferencova-
telnd, jeji délka grafu je nekonecna - takové funkce ale opravdu nemusime uvazovat, protoze
s nekone¢nym obvodem urcité nebudou minimizéry v nasi iloze. Pokracujme proto, jako
bychom pracovali na C([0, 1]).

Nejprve sestavme funkcional, ktery chceme minimalizovat. Je to soucet obvodu a obsahu
sedé plochy P. Obvod se sklada z dvou tusecek délky 1. Ty jsou jeho soucasti vzdy a neni
tieba je zapocitdvat do minimalizované velic¢iny. Sta¢i tedy pouze délka grafu y(z). Obsah
plochy pod grafem je pro nezaporné funkce rovna prosté jen integralu z dané funkce. Zde je
dulezity predpoklad nezapornosti, nyni si s tim ale nelameme hlavu a funkciondl zadavame
bez vazby na nezdporné funkce - pouze pokud by ndm minimizujici funkce vysla ¢astecné
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zaporné, musime vypocet predélat.

@(y)z/ y+v1+(y)* dz
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Spocitejme Euler-Lagrangeovy rovnice

of _(ory
oy \oy
p /
1= —2L—] .
L+ (y)?
Tato rovnice je ekvivalentni s
y/
———=zx+C. 1
1+ (y)? W

Zde jsme mohli rovnou integrovat aniz bychom zavorku rozderivovavali, obejdeme se tedy
bez y”, nemusime diskutovat, zda existuje (Véta o regularité minimizéru). Pro klid v dusi
a pro kontrolu vSak diskuzi udélat muzeme.
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a proto nas minimizér bude dokonce lokélné C? (kromé bodu, kde je nekonecénd derivace,
které na prostoru spojitych funkei povolujeme). Pokracujme a feSme rovnici .
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Pii odmoctioneni jsme zapomnéli na vétev se znaménkem —, protoze jiz z rovnice (1)) je

ziejmé, ze y' sdili znaménko s x + C. Déle integrujme

_ r+C dp—| t=E+0)
y= 1— (z + C) | dt=2(x+0) dx
=—V1-t+D=—-/1-(z+C)?2+D

Dosazenim okrajovych podminek y(0) = 0 a y(1) = 1 ziskdme rovnice pro konstanty C a
D, jejich vyTesenim pak dostdavame jediného kandidata na extrém

y=1—+v1—22
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Tato funkce nenf sice z prostoru C''([0, 1]), ale je mu libovolné blizko. A na prostoru C([0, 1])
ub6 je to validni funkce.

Nyni jesté ovérime, ze jde skuteéné o minimum, dokonce globélni. Zkusime rozhodnout
o konvexité funkciondlu ®. Spocitejme Hessovu matici pro funkei f (jeji ¢dst zavislou na
poslednich dvou slozkach, f(y,')), diky pouhé linedrni zavislosti na y plati

2f  _Pf 0 0
A e T
Yoy  A(y')? 1+(y')?

coz je jisté vSude pozitivné semidefinitni matice. Funkcional je tedy konvexni na celém
prostoru C'([0,1]). Tomu §lo nahlédnout pifmo, pokud si uvédomime, ze f(x,y,y’) =
y+ /14 (¢¥)? je soucet dvou konvexnich funkei ”jedné promeénné” (ki (x) = z a kao(x) =

V14 x?).
U
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2.)

Naleznéte extrémaly funkciondlu ® na mnoziné M vzhledem k vazbé G = 3 (piiklad 15 z 1.

sady).
<I>(y)—/0 (y)* dz
M = {y e C*([0,1]);4(0) = 1,y(1) = 6}

G(y)z/olydw

dG(y) # 0.

Ta je ale splnéna velmi snadno, jelikoz

1
DiG(w) = [ hde
0

a hledejme minimum. Euler-Lagrangeovy rovnice maji tvar

o _ (o
dy  \ oy
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dy "oy \dy oy
A= (2y')/.
Zde by se nam hodilo mit zajisténou regularitu minimizéru. Ovérme, ze
9
=2>0,
oy')?
takze minimizér bude z C?([0,1]). Vyfesme nyni diferencidlni rovnici
! — _é
2
A

y:—ZxQ—l—C’:r;—l—D

a konstanty dopocitejme z okrajovych podminek a vazebni podminky.

y(0) =1 = D=

y(1) = 6 = —%+C’+D:6
A

G(y)—3 = _E+§+ =5

Resent: Zaéneme s nutnou podminkou pii praci s Lagrangeovymi multiplikdtory:

coz zjevné neni identicka nula. Definujme proto funkciondl B = & — AG pro néjaké A € R
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Tuto soustavu tesi trojice C' = 2, D = 1, \ = —12, hledany kandidat je funkce
y(z) = 32° + 2z + 1.

Ovérme nyni, zZe jde o minimum. Podivejme se opét na konvexitu funkcionalu B, respektive
funkce b, (y,y"). Hessova matice ma tvar

0 0

0 2

a je tedy pozitivné semidefinitni. Nalezena funkce je tedy bodem minima funkcionalu ®—\G,
a tedy i bodem minima funkcionalu ® vzhledem k vazbé G' = 3.
O




