Matematicka analyza 11 Domaci tkol 9

Domaci ukol 9

Termin odevzdani: 9. 5. 2025 do vecera

1.)
Uvazujte funkci
2 .
y* sin(x)
Fla,y) = 53—
zrt+ay+vy

Ukazte, ze F 1ze spojité dodefinovat v bodé (0, 0). Pro spojitou funkci najdéte parcialni derivace
prvniho fadu vsude, kde existuji, a rozhodnéte ve kterych bodech jsou tyto derivace spojité.
Déle najdéte parcialni derivace 2. fadu vsude (i smiSené), kde existuji, a rozhodnéte ve kterych
bodech jsou spojité. Nakonec naleznéte

e derivaci I’ ve sméru, jakym mii{ vektor (3,2), v bodé (3, —1),
e derivaci F' ve sméru osy 2. kvadrantu v bodeé (0,0),
e jednotkovy vektor v, v jehoz sméru ma F' v pocatku nejvétsi derivaci. (staci piiblizna

numericka hodnota).

HINT: Zkuste dokézat nerovnost z? + xy + y> > 1 (11:2 + y2), abyste méli jistotu, ze jediny

2
problémovy bod je pocatek.

Resent: Nejprve dokézeme nerovnost z HINTU.

x2+:1:y+y22%(3:2+y2)

22% + 2xy + 2y > 2% + ¢/
2?4+ 22y +y* >0

(z+y)*>0

Vidime, ze funkce m4 jediny problémovy bod a to (0,0), jinde jde o kombinaci spojitych
funkci a nemame problém. Podivejme se tedy na chovani v pocatku. Zkusme spocitat limitu,
pokud bude existovat, muzeme funkci skutecné spojité dodefinovat jeji limitni hodnotou.

, , r? sin® (i) sin(r cos(p))
lim F(z,y) =lim : —— =
(z,y)—(0,0) r—0 12 cos?(p) 4 r2 cos(p) sin(p) + 2 sin®(p)

o sin?(¢)
71}_1)1(1) sin (r cos(p)) 1+ cos(p) sin(p)

=0

Posledni rovnost vyuziva toho, ze zlomek je urcité omezeny a clen sin(r cos(gp)) pred nim
jde do nuly. Definujme tedy F'(0,0) = 0.
Pro predstavu, takto néjak vypada graf funkce F'.
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Obrazek 1: Graf F

Najdéme nyni obé parcidlni derivace prvniho fadu. Nejprve jednoduse zderivujeme, ale
poté se dukladné podivdme, kde vSude neni derivace definovana (srovnejte s prikladem 5 v
11. sadé - funkce vsude spojitd, ale derivace ne vsude existuji).

oF y? cos(z)(2? + xy + y?) — y?sin(z)(2x + y

OF y) = (@)( 2 ) v (@)( ) (1a)
oz (22 4+ 2y + y?)

oF _ 2ysin(z)(2® + 2y + y?) — ¢ sin(z)(z + 2y)

Ay (#:9) = (22 + zy + y?)? (Ib)

Tyto vzorce zjevné nejsou definované opét pouze pro bod (0,0). Na ten se podivame zvI4st,
postupujme podle definice parcidlni derivace.

F F — F —
6—(0,0) = lim (2,0) (0,0) = lim 0-0_ 0
ox h—0 h h—0
oF _ F(0,h) — F(0,0) 0—0_
700 = i T = iy s =

Tohoto vysledku §lo také jednoduse nahlédnout tim, ze funkce F je zjevné nulova na osach.
Parcidlni derivace tedy existuji vsude, i v pocatku, ale otazkou zustava, zda jsou i zde
tyto derivace spojitymi funkcemi. Mimo pocatek jde o raciondlni funkci, kterd je ziejmé
spojitd, ale v pocatku dokazeme, ze ani jedna parcialni derivace neni spojita, staci se priblizit
po spravné piimce a dostaneme nenulovou limitu. V piipadé derivace podle x sledujme jeji
chovéni na ose y. Dosazujeme do ([la)) a dostdvame
oF yt

lim =~ (0,y) = ;E}(I)E =1
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U parcialni derivace podle y se priblizujme po pifimce y = x. Dosazujeme do a
dostavame

oF 33 si 1
lim —(x,z) = lim 3¢”sin(z) =-.
z—0 Oy z—0 9zt 3

Pokrac¢ujme parcialnimi derivacemi druhych tadu, nejprve mimo pocatek.

0*F 42t 4 627y + 6ay® + 2y°
o2 (Jf,y) =Y (1'2 +$y+y2)3 COS(J})—
2 zt + 223y + 3222 + 2293 + y* — 63y — 622

(22 + 2y + y?)3

sin(x) (2a)

0*F 2zt — 622%y® — 2z |

a_y2<'r7 y) = (I’Q + 2y + yg)g SlIl(.T) (2b)
0’F (2.y) = 224y + 323y? + 32%y° + 2yt cos(z) — 4z3y + 3z%y% — 3xy® — o sin(z) (20)
oydx "’ (22 + 2y + y?)3 (22 + 2y + y?)3

Jelikoz jde opét o raciondlni funkce, mame jistotu, Ze jsou mimo pocatek spojité a tedy ve
smisenych derivacich muzeme prohodit poradi. Nyni se specidlné podivame na parcialni de-
rivace druhého radu v pocatku. Vyjdéme z definice parcialni derivace a vyuzijme predchozich
vysledka.

O*°F . 2E(h,0)-220,00 . 0-0
912 (0’0)_}3& h _Ilng%) h =0
O%F 82(0,h) = 55(0,00  0—0
Dy (0’0)_;1&% h _ilzlgcl) h =0
2 98 (h 0) — 2£(0,0 _
aF(O,O):hm o, 1:0) 3, ):hmu:o
0xdy h—0 h h—0 h
O*F . %(Oah)_g_};«)ao) g Z_i_o . 1-0 . .
ayaz(o, 0) = }g% ; = }ILILI(l) = }ILILI(l) — .neexistuje

Vidime, ze v pocatku jiz neni vSe tak jednoduché a krasné spojité jako jinde, dokonce
vidime, ze zde existuje pouze jedna ze smiSenych derivaci. Ostatni zde existuji ale nejsou
spojité (staci se ve vzoreccich — priblizit po pfimce y = x a dostaneme nenulovou
nebo neexistujict limitu).

Nyni uz pouze naleznéme hledané smérové derivace. Nesmime zapomenout na znor-

movani smérového vektoru na normu 1. V bodé (%, —1) mame spojité parcidlni derivace,
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muzeme tedy pouzit vzorecek s gradientem.

1 T oF ([ s
= (3,2 (L a)=vF(Z 1)
v== 02" 5 (5-1)=vr(3-1)

OF (m B 16(1 — ) 8r(1—m) 1 T
W(?_l)_ (7T2—27r+4)2’(7r2—277+4)2) \/ﬁ(3’2> B

163 —2m —7?)
V13(m2 — 21 4 4)2

3,2)"

w

~ —1.01413...

Pro nalezeni smérové derivace v pocatku musime pouzit definici, nebof zde nemdme
spojitost parcialnich derivaci a vzorecek nefunguje.

v=—(-1,1)"
5 Sl
thSln(—ih)
F(—Lh,Lh) = F(0,0 et =0
O 0,0) = lim — 2 ) ZFO T N
ov h—0 h h—0 h V2

Nakonec se podivejme na smér, ve kterém je derivace nejvétsi. Opét nemuzeme
pouzit vzorecek s gradientem. Vyjdéme z definice s obecnym jednotkovym vektorem

v = (cos(yp), sin(p))7T.

sin?(p)h? sin(cos(go)h)
)

F F 1 —F cos sin
OF (0,0 = 1im ZC8(@h si(@)h) = FO.0) _y;,, Telreteiomten
ov h—0 h h—0 h

sinQ(go) cos(p)

T 1+ cos(¢) sin(p)

Tato funkce je spojitd a na intervalu [0, 27| nabyva globalniho maxima ptiblizné v bodé
w =5.39541 ..., coz odpovida hledanému vektoru

v = (0.631138...,—0.775670...)"




