
Matematická analýza II Domáćı úkol 8

Domáćı úkol 8

Termı́n odevzdáńı: 1. 5. 2025 do večera

1.)

Najděte A,B ⊂ R2 takové, že zároveň plat́ı

� intA = ∅

� B je otevřená

� A ∪B = [0; 1]× [0; 1] (čtverec)

� ∂(A ∩B) = [0; 1]× [1
3
; 2
3
] (obdélńık)

� bod (1
2
, 1
5
) ∈ extB

Řešeńı: Ze třet́ı podmı́nky plyne, že obě množiny muśı být podmnožinou čtverce [0; 1] ×
[0; 1]. Začněme s představou, že A i B je celý tento čtverec a postupně přidáváńım daľśıch
podmı́nek množiny osekejme.

A B

• intA = ∅ - nám ř́ıká, že množina A v sobě obsahuje spoustu ”děr”. Tuto vlast-
nost maj́ı v̊uči sobě podmnožiny čistě racionálńıch nebo iracionálńıch č́ısel. Uvažujme
A =

(
[0; 1]× [0; 1]

)
∩Q2.

A B

• B je otevřená - jednoduše splńıme, pokud z B vylouč́ıme hranici čtverce a z̊ustane nám
B = (0; 1)× (0; 1).

A B
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• ∂(A ∩B) = [0; 1]× [1
3
; 2
3
] - nás nut́ı alespoň jednu z množin zmenšit, třeba právě B

na obdélńık (0; 1) × (1
3
; 2
3
). Pak bude pr̊unik A ∩ B =

(
(0; 1)× (1

3
; 2
3
)
)
∩ Q2, jehož uzávěr

bude celý obdélńık [0; 1]× [1
3
; 2
3
]. Vzhledem k tomu, že intA = ∅, tak také int(A∩B) = ∅. A

jelikož pro všechny množiny plat́ı M = (intM)∪ ∂M , muśı platit ∂(A∩B) = [0; 1]× [1
3
; 2
3
]

A B

• bod (1
2
, 1
5
) ∈ extB - d́ıky chytrému zmenšeńı množiny B v předchoźım kroku je tato

podmı́nka již splněna.

A B

Závěr tedy zńı:

A =
(
[0; 1]× [0; 1]

)
∩Q2 B = (0; 1)×

(
1

3
;
2

3

)

�
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2.)

Rozhodněte pro která a ∈ R existuje limita

lim
(x,y)→(0,0)

e2x
2+y2 − 1

x2 + y2

a

a limitu spočtěte.

Řešeńı: Zkusme nejprve, jak se bude limita chovat pokud k počátku p̊ujdeme po př́ımce
y = kx, kde k ∈ R.

lim
x→0

e(2+k2)x2 − 1

(1 + k2

a
)x2

= lim
x→0

e(2+k2)x2 − 1

(2 + k2)x2

(2 + k2)x2

(1 + k2

a
)x2

=
a(2 + k2)

a + k2

Abychom měli naději, že limita bude existovat, výsledek muśı vyj́ıt pro všechna k stejně, a
tedy nesmı́ na k záviset.

a(2 + k2)

(a + k2)
= C

ak2 + 2a = Ck2 + Ca

To plat́ı, zjevně pouze pro volbu a = C = 2.
Nyńı se pouze přesvědč́ıme, že pro a = 2 limita skutečně existuje (nejen pro př́ıpad, že

se bĺıž́ıme po př́ımkách). Použijeme přepis do polárńıch souřadnic.

lim
(x,y)→(0,0)

e2x
2+y2 − 1

x2 + y2

2

= 2 lim
r→0

er
2(1+cos2(ϕ)) − 1

r2(1 + cos2(ϕ))
= 2

V posledńı rovnosti využ́ıváme větu o limitě sloužené funkce a faktu, že r2(1 + cos2(ϕ)) je
v limitě výraz typu ”0·omezené”a tud́ıž jde do 0.

�
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