Matematickd analyza 11

Domaci ukol 8

Domaci ukol 8

Termin odevzdéni: 1. 5. 2025 do vecera

1.)

Najdéte A, B C R? takové, Ze zaroveii plati

e intA=10
e 3 je oteviend

e AU B =[0;1] x [0;1] (¢tverec)

e (AN B)=[0;1] x [3; 2] (obdélnik)

e bod (3,%) €ext B

podminek mnoziny osekejme.

A

A= ([0;1] x [0;1]) N Q2.
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B =(0:1) x (0;1).
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Resent: Ze teti podminky plyne, ze obé mnoziny musi byt podmnozinou étverce [0;1] x
[0; 1]. Za¢néme s predstavou, ze A 1 B je cely tento Ctverec a postupné pridavanim dalsich

e int A =0 - ndm iikd, Ze mnozina A v sobé obsahuje spoustu ”dér”. Tuto vlast-
nost maji vuéi sobé podmnoziny ¢isté racionalnich nebo iracionalnich ¢isel. Uvazujme

e B je oteviena - jednoduse splnime, pokud z B vylouc¢ime hranici ¢tverce a zustane nam
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e I(ANB)=1[0;1] X [3;2

bude cely obdélnik [0; 1] x [%; 2]. Vzhledem k tomu, 7e int A = (), tak také int(ANB) = (. A

303

jelikoz pro véechny mnoziny plati M = (int M) U M, musi platit (AN B) = [0;1] x [%; 2

e bod (1,1) € ext B - diky chytrému zmenseni mnoziny B v predchozim kroku je tato

2’5
podminka jiz splnéna.
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Zéaveér tedy zni:
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- nas nuti alespon jednu z mnozin zmensit, tieba prave B

na obdélnik (0;1) x (3;2). Pak bude prinik AN B = ((0;1) x (3;2)) N Q?, jehoz uzdvér
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2.)

Rozhodnéte pro ktera a € R existuje limita
. €2x2+y2 . 1
lim

@00 22+ L

a limitu spoctéte.

Resent: Zkusme nejprve, jak se bude limita chovat pokud k pocatku pujdeme po pifmce
y = kx, kde k € R.

' e(2+k2)x2 . 1 . e(2+k‘2)x2 - 1 (2 + k,2)x2 a(2 + k2>
lim —————— = lim ST 2 = 2
70 (1 + )2 =0 (24 k?)x (14 £)a2 a+k

Abychom méli nadéji, ze limita bude existovat, vysledek musi vyjit pro vSechna k stejné, a
tedy nesmi na k zaviset.

a(2 + k?)
(a + k?)
ak? +2a = Ck* + Ca

=C

To plati, zjevné pouze pro volbu a = C' = 2.
Nyni se pouze presvédéime, ze pro a = 2 limita skutecné existuje (nejen pro pripad, ze
se blizime po piimkach). Pouzijeme piepis do polarnich soutadnic.
€2x2+y2 -1 67"2(1—$-cos2(<,0)) -1

li ——— =21 =2
GO0 224 £ ro0 r2(1+ cos? ()

V posledni rovnosti vyuzivdme vétu o limité slouzené funkce a faktu, ze r?(1 + cos?(¢)) je
v limité vyraz typu ”0-omezené” a tudiz jde do 0.
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