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Domácí úkol 6

Termín odevzdání: 16. 4. 2025 do ve£era

1.)

Rozhodn¥te o absolutní £i neabsolutní konvergenci °ady
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�e²ení: Nejprve krátce zkontrolujme absolutní konvergenci. Na tu tady není ani pomy²lení,
nebo´ ur£it¥ platí
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pro dost velká n.
Podle Leibnizova kriteria m·ºeme rozhodnout, ºe °ada
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konverguje, jelikoº jmenovatel je monotónn¥ rostoucí funkce. Poté jiº sta£í jen pouºít Abe-
lovo kriterium. K tomu pot°ebujeme aby posloupnost

{
n
√
n
}
byla monotónní a omezená.

Omezenost plyne £ist¥ z faktu, ºe tato posloupnost má kone£nou limitu. Monotónnost do-
káºeme pro dost velká n.
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�ada proto konverguje neabsolutn¥.
�
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2.)

Diskutujte absolutní a neabsolutní konvergenci °ady v závislosti na parametru q ∈ R;
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�e²ení: �adu rozd¥líme na n¥kolik £initel· a o kaºdém z nich budeme schopni p°i°adit
n¥jakou vlastnost, která se uplatní v n¥jakém z kritérií.

Nejprve se zam¥°me £ist¥ na konvergenci (ne nutn¥ absolutní). Upravme jednotlivé £leny
pomocí sou£tových vzorc· a vzorc· pro dvojnásobný úhel.
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Dostáváme tedy °ady dv¥
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V²imn¥me si, ºe pro q ≤ 0 není spln¥na nutná podmínka konvergence, v²ichni £initelé jsou
omezení a monotónní aº na sin(n), resp. cos(n), který nemá limitu.

Pro q > 0 tvrdíme, ºe

� £len
(
2 sin2

(
1
2n

))q
jde od ur£itého dost velkého n monotónn¥ k nule. To je celkem

z°ejmé vzhledem k tomu, ºe na okolí nuly jde pouze o skládání zjevn¥ monotónních
funkcí.

� £len arctg(n + 1
n1000 ) jde od jistého velkého n monotónn¥ k limit¥ π

2
. To vyplývá z

faktu, ºe argument je pro velké n monotónní: n+ 1
n1000 < n+ 1 < (n+ 1) + 1

(n+1)1000

� £len cos
(

n
n+1

)
, resp. sin

(
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)
, konverguje od jistého n monotónn¥ k cos(1), resp.

sin(1).

� £len sin(n), resp. cos(n), má omezené £áste£né sou£ty.
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Z toho m·ºeme vyvodit, ºe °ada konverguje:
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Dirichletovo krit.
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a analogicky pro druhou °adu.

Nyní se podíváme na absolutní konvergenci. Odhadn¥me p·vodní °adu seshora °adou
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Tu m·ºeme srovnat s °adou
∑
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Jelikoº jsme p·vodní °adu odhadli seshora, máme jistotu, ºe pro q > 1
2
konverguje absolutn¥.

Nyní dokáºeme, ºe pro q ∈
(
0, 1

2

]
konvergujeme neabsolutn¥. Pouºijeme tentokrát odhad

zespoda, a to
∣∣sin(x)∣∣ ≥ sin2(x).
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Tuto °adu roznásobením a sou£tovými vzorci pro cos roztrhneme na t°i £ásti.

=
∞∑
n=1

1

2

(
2 sin2

(
1

2n

))q

arctg

(
n+

1

n1000

)
︸ ︷︷ ︸

diverguje srovnáním s 1
n2q

−

−
∞∑
n=1

1

2
cos(2n) cos

(
2n

n+ 1

)(
2 sin2

(
1

2n

))q

arctg

(
n+

1

n1000

)
︸ ︷︷ ︸

konverguje stejn¥ jako (♥)

−

−
∞∑
n=1

1

2
sin(2n) sin

(
2n

n+ 1

)(
2 sin2

(
1

2n

))q

arctg

(
n+

1

n1000

)
︸ ︷︷ ︸

konverguje stejn¥ jako (♥)

Jelikoº dv¥ £ásti °ady konvergují, zatímco t°etí diverguje, máme jistotu, ºe °ada jako celek
ur£it¥ diverguje. Proto °ada nekonverguje absolutn¥ pro q ∈

(
0; 1

2

]
.

Záv¥r:

� pro q ≤ 0 °ada diverguje

� pro q ∈
(
0; 1

2

]
°ada konverguje neabsolutn¥

� pro q > 1
2
°ada konverguje absolutn¥

�
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