Matematicka analyza 11 Domaéci tkol 4

Domaci tikol 4

Termin odevzdani: 26. 3. 2025 do cviceni

1.)

Na intervalu (0, 00) najdéte feseni Cauchyho tlohy (rovnice s poc¢ateéni podminkou)

1
Y+ Y= VY, y(4) =1

Reseni: Jedn& se o tzv. Bernoulliovu rovnici, kterd ma obecny tvar

Y+ p(x)y = q(z)y”,

kde o € R\ {0,1}. Srovname se zadanim a vidime, Ze v naSem piipadé a = 1.

Za¢néme poznatkem o defini¢nich oborech. Je zjevné, Ze musi platit y > 0 (pod od-
mocninou). Déale vime, Ze rovnice neni definovana pro z = 0. V takovém p¥ipadé hledame
obecné FeSeni na intervalech (—o00,0) a (0,00) zvlast. Ov8em vzhledem k tomu, Ze feSime
Cauchyho tlohu s poc¢atec¢ni podminkou v kladnych éislech, staci ndm prosetiit pouze druhy
interval (tak jak je psano v zadani).

Rovnice Bernoulliho typu se standardné fesi pomoci substituce z = y!~%. Viimnéme si,
ze jelikoz je a = % kladné, identické y = 0 je stacionarnim feSenim. Jinde, na intervalu, kde
neni y nulové, mizeme nelinedrnim ¢lenem vydélit a dostat tvar

y 1
—+E\/§:1.

VY

Nyni pfigel spravny okamzik na uZiti substituce z = y'=* = VY, pro kterou plati také

Z=01-a)y *y = %5—,@ Proto miizeme hned dosadit do rovnice a psat
, 1
22+ —z2=
x
11
% —y =
2 2’

¢imz jsme rovnici pfevedli na klasickou linearni rovnici 1. fddu. Pokracujme metodou inte-

gracniho faktoru.
IF = L dr | = 11 ()| =z
= exp 57 9% | =exp| 5 ln(z) | =V

Rovnici faktorem vynasobime a levou stranu smrstime do tvaru derivace:
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Dostavame obecny tvar pro z na intervalu (0, 0o)

Nyni zpét vratime substituci z = |/y a POZASTAVIME SE.
x C
VY = 3 + %

Puvodni rovnice neni linedrni v tomto duchu nese jisté podobnosti s rovnici na separované
proménné; feSeni mize mit pro néjakd C' omezeni na defini¢ni obor x. Také vidime, zZe
rovnice (funkce v ni) neni Lipschitzovsky spojita vzhledem k y v 0; mazeme ¢ekat piipad
lokalni nejednoznacnosti a vétveni feseni. Z posledniho tvaru jasné dostavame podminku

T 5y
3V
z2 > —3C
x> V9C?2,

pro C' < 0. Pro C' > 0 zustava defini¢ni obor stale stejny. Tam, kde kon¢i netrivialni fesent,
se ale muzeme nalepit na feSeni stacionarni a tim mit feSeni vzdy definované na celém
intervalu (0, 00).

Obecné teseni proto vypada nasledovné

O\’
y=(7+—=], z€(0,00) pro C' >0

3V
0, =€ (0,v90?)

= 2 C<0
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Nakonec zbyva najit pravé to feseni které spliuje pocatecni podminku.

y(4)=1
4. Cy’
3 2
4 C
-+ = =41
3+2
—8+6
C =
3
2 14
Cl:_g 02:—3

Obé C vysla zaporné, tedy jde o feSeni, které je nenulové pouze na intervalu (v9C2, 00).
Musime si dat pozor, aby bod 4 v tomto intervalu byl. To plati pouze pro C; = —%, jelikoz

{”/9(—%)2 = V<4< V196 = { 9(—%)2

Nami hledané teseni je tedy ve tvaru

al

9, z € (0, v/4)
—%) .z e (¥4, 00)

wlg
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2.)

Najdéte vSechna feSeni rovnice

1
HINT: Vyuzijte linearity rovnice, jednou pouzijte Specidlni pravou stranu, jednou Variact kon-
stant.

y”—3y/+2y=4x2€3x+

Reseni: Jde o linearni rovnici s konstantnimi koeficienty. Nejprve najdeme fundamentalni
systém, tj. bazi prostoru vSech feSeni homogenni rovnice. Charakteristicky polynom je na-
sledujici

M-3+2=A-1(\-2)
Do fundamentalniho systému tedy pfidame dvé funkce a to
FS = {e”, e**}.

Nyni musime najit partikuldrni feseni, jak napovidé zadani, je mozné si tento problém roz-
délit diky linearité rovnice a najit nejprve partikularni ¥eseni s pravou stranou 42%e3* pomoci

Specidlni pravé strany a poté druhé s pravou stranou He%h pomoci Variace konstant.

@ Specialni prava strana
Nejprve tedy feSme rovnici
y' — 3y + 2y = 422>,
Tento typ je pfesné ve tvaru specidlni pravé strany
" [Py(z) cos(vz) + Py(z) sin(va)]
pro g = 3,v = 0, Pi(z) = 422 a Py(z) = 0. ReSeni tedy hledame ve tvaru

yp = 2" [Q1(z) cos(vz) + Qa(x) sin(vz)] =
= *(Az® + Bz + O),

protoze 3 neni kofenem char. polynomu (k = 0) a ()1 je maximélné kvadraticky. Zderivujme
feSeni dvakrat a dosadme do rovnice, tim ziskime hodnoty parametrua A, B a C.

Yy, = 3¢**(Az® + Bz + C) + €**(2Az + B)
yy = 9¢**(Az® + Bz + C) + 6¢°*(2Ax 4 B) + €**(24)
Tedy
Yo — 3y + 2y, = 26*°(Az® + Bz + O) + 3¢**(24z + B) + ¢**(24) =
= e°" (2A2” + (6A + 2B)z + (244 3B + 20)) = 4a*e™

Nasli jsme c¢ast partikularniho feSeni a to

Ypr = €% (22° — 6z + 7).
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@ Variace konstant

V tento moment chceme najit partikularni feSeni rovnice

l/_3/ 2 _—
Yy =3 2=

Pouzijeme metodu variace konstant, kterd vychazi z ansatzu
= C1(z)e” + Cy(x)e?

Stac¢i najit vhodné funkce C(x) a Cy(x). Takovych funkei je jisté mnoho, my si vSak na né
dame specidlni pozadavek, diky kterému je snéze najdeme. Jsou to tyto rovnice:

C1(z)e” + Ch(z)e** =0

Ci(z)e” + 2Cy(x)e” !

- 1+ e22°

Tato soustava neni piilis velka, zvladneme ji vytesit prostymi ivahami a vhodnym s¢itanim
obou rovnic. Nejprve ode¢téme prvni rovnici od druhé, tim vykratime C{(x) a zbude vzorec
pro C(x).

- 1
Cé($)€2 = 1 +e—2x

6—233

Dosadme do prvni rovnice a dopo¢téme také Cy(z).

t=e 2

1 —2x
df — —2e-20 do :—— —dt —§ln(1+e )

1%

1
! T+ —=0
e * t=¢e% 1
Cl(x)__/—l—f—e—?z dr = d— —e= dg _/1—|—t2 dt = arctg(e™™)

Nyni mame i druhou ¢ast partikularniho feSeni

Yprr = arctg(e ")e” — - 111(1 + e %) e

Dohromady mtzeme psat aplné obecné feSeni zadané rovnice

1
y = (20 — 67 + 7)e* + arctg(e™*)e” — 5 In(1+ e™>*)e** + Die® + Doe™, kde Dy, Dy € R.
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