
Matematická analýza II Domácí úkol 4

Domácí úkol 4

Termín odevzdání: 26. 3. 2025 do cvi£ení

1.)

Na intervalu (0,∞) najd¥te °e²ení Cauchyho úlohy (rovnice s po£áte£ní podmínkou)

y′ +
1

x
y =
√
y, y(4) = 1.

�e²ení: Jedná se o tzv. Bernoulliovu rovnici, která má obecný tvar

y′ + p(x)y = q(x)yα,

kde α ∈ R \ {0, 1}. Srovnáme se zadáním a vidíme, ºe v na²em p°ípad¥ α = 1
2
.

Za£n¥me poznatkem o de�ni£ních oborech. Je zjevné, ºe musí platit y > 0 (pod od-
mocninou). Dále víme, ºe rovnice není de�nována pro x = 0. V takovém p°ípad¥ hledáme
obecné °e²ení na intervalech (−∞, 0) a (0,∞) zvlá²´. Ov²em vzhledem k tomu, ºe °e²íme
Cauchyho úlohu s po£áte£ní podmínkou v kladných £íslech, sta£í nám pro²et°it pouze druhý
interval (tak jak je psáno v zadání).

Rovnice Bernoulliho typu se standardn¥ °e²í pomocí substituce z = y1−α. V²imn¥me si,
ºe jelikoº je α = 1

2
kladné, identické y ≡ 0 je stacionárním °e²ením. Jinde, na intervalu, kde

není y nulové, m·ºeme nelineárním £lenem vyd¥lit a dostat tvar

y′
√
y
+

1

x

√
y = 1.

Nyní p°i²el správný okamºik na uºití substituce z = y1−α =
√
y, pro kterou platí také

z′ = (1− α)y−αy′ = 1
2
y′√
y
. Proto m·ºeme hned dosadit do rovnice a psát

2z′ +
1

x
z = 1

z′ +
1

2x
z =

1

2
,

£ímº jsme rovnici p°evedli na klasickou lineární rovnici 1. °ádu. Pokra£ujme metodou inte-
gra£ního faktoru.

IF = exp

(∫
1

2x
dx

)
= exp

(
1

2
ln(x)

)
=
√
x

Rovnici faktorem vynásobíme a levou stranu smr²tíme do tvaru derivace:

√
xz′ +

1

2
√
x
z =

√
x

2(√
xz
)′
=

√
x

2
√
xz =

∫ √
x

2
dx =

1

3
x

3
2 + C
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Dostáváme obecný tvar pro z na intervalu (0,∞)

z =
x

3
+

C√
x
.

Nyní zp¥t vrátíme substituci z =
√
y a POZASTAVÍME SE.

√
y =

x

3
+

C√
x
.

P·vodní rovnice není lineární v tomto duchu nese jisté podobnosti s rovnicí na separované
prom¥nné; °e²ení m·ºe mít pro n¥jaká C omezení na de�ni£ní obor x. Také vidíme, ºe
rovnice (funkce v ní) není Lipschitzovsky spojitá vzhledem k y v 0; m·ºeme £ekat p°ípad
lokální nejednozna£nosti a v¥tvení °e²ení. Z posledního tvaru jasn¥ dostáváme podmínku

x

3
+

C√
x
> 0

x
3
2 > −3C
x >

3
√
9C2,

pro C < 0. Pro C ≥ 0 z·stává de�ni£ní obor stále stejný. Tam, kde kon£í netriviální °e²ení,
se ale m·ºeme nalepit na °e²ení stacionární a tím mít °e²ení vºdy de�nované na celém
intervalu (0,∞).

Obecné °e²ení proto vypadá následovn¥

y =

(
x

3
+

C√
x

)2

, x ∈ (0,∞) pro C ≥ 0

y =

 0, x ∈ (0,
3
√
9C2)(

x
3
+ C√

x

)2
, x ∈ (

3
√
9C2,∞)

pro C < 0

x

y

3
√
9C2

C > 0

C = 0

C < 0
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Nakonec zbývá najít práv¥ to °e²ení které spl¬uje po£áte£ní podmínku.

y(4) = 1(
4

3
+
C

2

)2

= 1

4

3
+
C

2
= ±1

C =
−8± 6

3

C1 = −
2

3
C2 = −

14

3

Ob¥ C vy²la záporn¥, tedy jde o °e²ení, které je nenulové pouze na intervalu (
3
√
9C2,∞).

Musíme si dát pozor, aby bod 4 v tomto intervalu byl. To platí pouze pro C1 = −2
3
, jelikoº

3

√
9(−2

3
)2 =

3
√
4 < 4 <

3
√
196 =

3

√
9(−14

3
)2

Námi hledané °e²ení je tedy ve tvaru

y =

 0, x ∈ (0, 3
√
4)(

x
3
− 2

3
√
x

)2
, x ∈ ( 3

√
4,∞)

�
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2.)

Najd¥te v²echna °e²ení rovnice

y′′ − 3y′ + 2y = 4x2e3x +
1

1 + e−2x
.

HINT : Vyuºijte linearity rovnice, jednou pouºijte Speciální pravou stranu, jednou Variaci kon-
stant.

�e²ení: Jde o lineární rovnici s konstantními koe�cienty. Nejprve najdeme fundamentální
systém, tj. bázi prostoru v²ech °e²ení homogenní rovnice. Charakteristický polynom je ná-
sledující

λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2)

Do fundamentálního systému tedy p°idáme dv¥ funkce a to

FS = {ex, e2x}.

Nyní musíme najít partikulární °e²ení, jak napovídá zadání, je moºné si tento problém roz-
d¥lit díky linearit¥ rovnice a najít nejprve partikulární °e²ení s pravou stranou 4x2e3x pomocí
Speciální pravé strany a poté druhé s pravou stranou 1

1+e−2x pomocí Variace konstant.

1 Speciální pravá strana

Nejprve tedy °e²me rovnici

y′′ − 3y′ + 2y = 4x2e3x.

Tento typ je p°esn¥ ve tvaru speciální pravé strany

eµx
[
P1(x) cos(νx) + P2(x) sin(νx)

]
pro µ = 3, ν = 0, P1(x) = 4x2 a P2(x) ≡ 0. �e²ení tedy hledáme ve tvaru

yp = eµxxk
[
Q1(x) cos(νx) +Q2(x) sin(νx)

]
=

= e3x(Ax2 +Bx+ C),

protoºe 3 není ko°enem char. polynomu (k = 0) a Q1 je maximáln¥ kvadratický. Zderivujme
°e²ení dvakrát a dosa¤me do rovnice, tím získáme hodnoty parametr· A, B a C.

y′p = 3e3x(Ax2 +Bx+ C) + e3x(2Ax+B)

y′′p = 9e3x(Ax2 +Bx+ C) + 6e3x(2Ax+B) + e3x(2A)

Tedy

y′′p − 3y′p + 2yp = 2e3x(Ax2 +Bx+ C) + 3e3x(2Ax+B) + e3x(2A) =

= e3x
(
2Ax2 + (6A+ 2B)x+ (2A+ 3B + 2C)

)
= 4x2e3x

A = 2 B = −6 C = 7

Na²li jsme £ást partikulárního °e²ení a to

ypI = e3x
(
2x2 − 6x+ 7

)
.
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2 Variace konstant

V tento moment chceme najít partikulární °e²ení rovnice

y′′ − 3y′ + 2y =
1

1 + e−2x
.

Pouºijeme metodu variace konstant, která vychází z ansatzu

yp = C1(x)e
x + C2(x)e

2x.

Sta£í najít vhodné funkce C1(x) a C2(x). Takových funkcí je jist¥ mnoho, my si v²ak na n¥
dáme speciální poºadavek, díky kterému je snáze najdeme. Jsou to tyto rovnice:

C ′1(x)e
x + C ′2(x)e

2x = 0

C ′1(x)e
x + 2C ′2(x)e

2x =
1

1 + e−2x
.

Tato soustava není p°íli² velká, zvládneme ji vy°e²it prostými úvahami a vhodným s£ítáním
obou rovnic. Nejprve ode£t¥me první rovnici od druhé, tím vykrátíme C ′1(x) a zbude vzorec
pro C ′2(x).

C ′2(x)e
2x =

1

1 + e−2x

C2(x) =

∫
e−2x

1 + e−2x
dx =

∣∣∣∣∣ t = e−2x

dt = −2e−2x dx

∣∣∣∣∣ = −1

2

∫
1

1 + t
dt = −1

2
ln
(
1 + e−2x

)
Dosa¤me do první rovnice a dopo£t¥me také C1(x).

C ′1(x)e
x +

1

1 + e−2x
= 0

C1(x) = −
∫

e−x

1 + e−2x
dx =

∣∣∣∣∣ t = e−x

dt = −e−x dx

∣∣∣∣∣ =
∫

1

1 + t2
dt = arctg(e−x)

Nyní máme i druhou £ást partikulárního °e²ení

ypII = arctg(e−x)ex − 1

2
ln
(
1 + e−2x

)
e2x

Dohromady m·ºeme psát úplné obecné °e²ení zadané rovnice

y = (2x2 − 6x+ 7)e3x + arctg(e−x)ex − 1

2
ln
(
1 + e−2x

)
e2x +D1e

x +D2e
2x, kde D1, D2 ∈ R.

�
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