Matematicka analyza 11 Domaéci tkol 3

Domaci ikol 3

Termin odevzdani: 20. 3. 2025 do vedera

1.)

Naleznéte vsechna feSeni rovnice
, 3e”
V=
(I+e)y

(Urcete také intervaly, na kterych jsou definovana)

Regent: Postupujme podle postupu v kuchatce

@ - Defini¢ni obory

Podivejme se jestli nemame omezeni na defini¢ni obor pravé strany. Diky kladnému zna-
ménku exponencidly nedostdvame zadné omezeni na defini¢ni obor pro z, nicméné pro y
zjevné ¢teme podminku y # 0.

@ - Stacionarni ¥eSeni

Opét rychle nahlédneme, jestli neni pro né&jaké y prava strana identicky nulova (a jednalo
by se tak o stacionarni feSeni), ale v nasem piikladé tomu tak neni.

@ - Separace proménnych

Za predpokladu, ze se respektujeme defini¢ni obory a vyhneme se stacionarnim feSenim (ty
stejné nemame), mizeme proménné separovat a dostat
x
p 3e

- 1+ ex’

vy (SP)
Obé strany nyni integrujme vzhledem k z. Na levé strané pouzijeme standardni substituci
y = y(x) (typickou pro separaci proménnych), napravo poté integral vypoc¢teme pomoci 1.
véty o substituci.

b | y=ylx) B 1,
3e” t=¢e" 3 i
/1+ew W=\ gt = e da —/1—+tdt—3ln(!1+tl)+0—3ln(1+e)+C

Konecné dostavame mezi y a x bez integrali a derivaci
y?> =6In(1+¢€*) + C,

kde jsme se mohli zbavit absolutni hodnoty v logaritmu diky kladnému znaménku, které
ma vyraz uvnitf. Nez vSak z této rovnice za¢neme vyjadrovat y, zkontrolujme obory hodnot
obou stran.
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@ - Omezeni na obor x v zavislosti na C

Obor hodnot levé strany rovnice jsou vSechna kladna ¢isla (nulu jsme si zakazali v kroku
@) Nyni je potieba, aby pro dané C, nabyvala také prava strana p¥ipustnych hodnot.

Je zjevné, ze Clen s logaritmem je vzdy kladny, jelikoz jeho argument je vétsi nez 1.
Pro C' > 0 se tak automaticky pohybujeme v kladnych cislech a zadné omezeni na =z
nedostaneme.

Pro C' < 0 si musime dat vétsi pozor, nyni se muzeme dostat i do zdpornych ¢isel. Proto
si to musime ohlidat specialni podminkou

6In(1 4 €*) +C >0

In(1+€%) > ——

Jakmile jsme si pohlidali obory hodnot, mtiZzeme na rovnici aplikovat inverzi levé strany a
tak dostat explicitni vztah pro y.

@ - Vyjadfeni y(z)
Dostavame tedy dvé vétve feseni a to

proz € R pokud je C' > 0
pro x € (ln(eg — 1),00) pokud je C' < 0

y(z) = £4/61In(1 +e2) + C
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2.)

Rozhodnéte, pro kterd a € R existuje feSeni rovnice

v =Nyl takove, ze y(—3) = -3 a y(4) = a.

Regent: Opét vezméme na pomoc (SP) kuchaiku:

@ - Defini¢ni obory

Defini¢ni obor pro z je trividlné celé R, stejné tak pro y diky absolutni hodnoté pod od-
mocninou.

@ - Stacionarni ¥eSeni

Zde stacionarni reSeni existuje a to pravé y = 0.

@ - Separace proménnych

Dale hledejme netrividlni feSeni za predpokladu y # 0. Pfevedeme vyrazy s y na levou
stranu a integrujeme vzhledem k .

/\/yﬁdx:/ldx

Pfi integralu nalevo si ddme pozor na absolutni hodnotu, musime vynésobit (vydélit) vyraz
funkei sgn(y).

Konstantu C jsme zamérné piejmenovali do tohoto tvaru, pozdéjsi vysledky tak budou mit
jednodusi tvar. Zde jsme nyni hotovi, pfejdeme na klicovy krok @

@ - Omezeni na obor z v zavislosti na C

Mohlo by se zdat, 7Ze zde ndm nepfibudou zadné omezeni, jelikoz funkce nalevo mé obor
hodnot vSechna realna, ale urcité uziteéné pozorovani zde udélat muzeme.

Pokud bude y nabyvat kladnych hodnot, musi platit x > 2C', naopak pokud by funkce y
méla byt zdporné, méa defini¢ni obor pouze pro x < 2C. Za chvili uvidime, ze tyto podminky
souvisi se skute¢nosti, ze funkce y je nutné neklesajici (coz vyplyva hned z tvaru zadané
rovnice).
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@ - Vyjadfeni y(z)

Mizeme pftistoupit k vyjadieni y.

1=(-)
r-2(5-0)

Tyto vétve vSak maji sviij vlastni defini¢ni obor.

yi(z) = — (% = 0)2 pro x € (—00,2C)

ya(z) = (g - 0>2 pro z € (2C, 00)

Vsimneme si, ze v krajnim bodé 2C vzdy nabyvame hodnoty 0, ze spojitosti funkce /|y| v
0 tedy plyne, Ze jsme schopni feSeni nalepit na stacionarni. ReSeni tak mohou byt 4 riznych

typi:

1.)

3.)

20
20, ;3 .

X

Nyni na nase feSeni napasujeme pocatec¢ni podminky. V bodé —3 ma byt funkéni hodnota
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taky —3, tudiz musime v feSeni mit vétev, ktera se zespodu nalepi na osu z (tak jako v
grafu 3.) nebo 4.)). Najdéme pfislusnou parabolu prochézejici timto bodem.

(3]
i(‘?B_c‘*)

C —gi\/ﬁ

i

Vime vsak, 7e tato parabola musi bodem [—3, —3] prochazet svym levym ramenem, neboli
musi platit x = —3 < 2C. Proto plati C' = —% + /3.

Nyni diskutujme, jaké hodnoty miiZe, feSeni nabyvat v bodé 4. Je zjevné, ze do zaporu
se uz dostat nemiizeme, ale je mozné znovu se odlepit od stacionarniho teSeni a dostat
kladnou hodnotu. Maximélniho ptipustného a dosdhneme pokud se odlepime ihned v bodé
2C' = —3 4 2v/3. Hodnota y(4) je pak

4 > 61
y(4) = <§+§—‘/§) —%—7\/5—3.1256...

Hledané hodnoty a jsou z intervalu [0, 8 _ 7\/5] =[0,3.1256. . .].




