
Matematická analýza II Domácí úkol 2

Domácí úkol 2

Termín odevzdání: 12. 3. 2025 do ve£era

1.)

Vypo£t¥te objem rota£ního t¥lesa, které vznikne rotací plochy ohrani£ené k°ivkou

r = 3
√

cos2(2θ) + 1 pro θ ∈ [0, π]

kolem osy x.

�e²ení: Pro výpo£et rota£ního t¥lesa ohrani£eného k°ivkou zadanou v polárních sou°adni-

cích máme samostatný vzore£ek

V =
2

3
π

∫ θ2

θ1

r3(θ) sin(θ) dθ.

V na²em p°ípad¥ je tedy nutné spo£ítat integrál

V =
2

3
π

∫ π

0

[
cos2(2θ) + 1

]
sin(θ) dθ =

2

3
π

∫ π

0

[(
2 cos2(θ)− 1

)2
+ 1
]
sin(θ) dθ =

=
2

3
π

∫ π

0

[
4 cos4(θ)− 4 cos2(θ) + 2

]
sin(θ) dθ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = cos(θ)

dt = − sin(θ) dθ
0 7→ 1
π 7→ −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −2

3
π

∫ −1
1

4t4 − 4t2 + 2 dt =
4

3
π

[
2

5
t5 − 2

3
t3 + t

]1
−1

=
88

45
π.

�
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2.)

Spo£t¥te povrch rota£ní plochy, která vznikne rotací grafu funkce

f(x) = x2 pro x ∈ [0, 1]

kolem osy x.

�e²ení: Pro výpo£et povrchu rota£ního t¥lesa, které vzniklo rotací grafu funkce f(x) kolem
osy x existuje vzorec

S = 2π

∫ x2

x1

∣∣f(x)∣∣√1 +
(
f ′(x)

)2
dx.

V na²em p°ípad¥ je f(x) = x2 a tedy f ′(x) = 2x. Hledaný integrál je ve tvaru

S = 2π

∫ 1

0

x2
√
1 + 4x2 dx

Je více zp·sob· jak tento integrál °e²it, my zvolíme substituci s sinh(t).

S =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2x = sinh(t)

2 dx = cosh(t) dθ
0 7→ 0
1 7→ t̃ = argsinh(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
π

4

∫ t̃

0

sinh2(t) cosh2(t) dt =

=

∣∣∣∣∣ u = sinh(t) → u′ = cosh(t)
v′ = cosh2(t) sinh(t)→ v = 1

3
cosh3(t)

∣∣∣∣∣ = π

4

[
1

3
cosh3(t) sinh(t)

]t̃
0

− π

12

∫ t̃

0

cosh4(t) dt =

=
5
√
5

6
π − π

12

∫ t̃

0

cosh2(t) + cosh2(t) sinh2(t) dt

4

3
S =

5
√
5

6
π − π

24

∫ t̃

0

1 + cosh(2t) dt =
5
√
5

6
π − π

24
argsinh(2)− π

48
sinh

(
2 argsinh(2)

)
=

=
5
√
5

6
π − π

24
argsinh(2)− π

48
2 sinh

(
argsinh(2)

)√
1 + sinh2(argsinh(2))

S =
5
√
5

8
π − 2

√
5

32
π − π

32
argsinh(2) =

π

32

(
18
√
5− argsinh(2)

)
=

π

32

(
18
√
5− ln

(
2 +
√
5
))
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