Matematicka analyza 11 Domaci kol 10

Domaci ukol 10

Termin odevzdéani: 23. 5. 2025 do vecera

1.)

Uvazujme vazbu
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Ukazte, ze na okoli bodu (0, 1, 2(0, 1)) 1ze definovat prave funkei z(z,y), pro kterou bude platit
O(z,y, z(x,y)) = 0. Pobliz tohoto bodu naleznéte staciondrni bod této funkce a vysetiete zda
jde o minimum, maximum nebo sedlovy bod.

TIP: pri pocitani druhych derivaci si muzete pomoct softwarem, nebo prubézné dosazujte za
proménné soutadnice stacionarniho bodu, aby se vypocty redukovaly.

Resent: Nejprve zkusime z vazby dopoéitat z-ovou soufadnici bodu, ktery by mél lezet na
grafu funkce z(z,y).

2= 1

0= ®(0,1,2(0,1)) = 2(0,1) cos(0) + 200" 2(0,1) + 20.1)

Z toho je vidét, ze nutné musi z(0,1) = —1.

Nyni se podivejme na to, jestli na okoli tohoto bodu existuje funkce z(z,y). Podivame
se na parcialni derivaci vazbové funkce ® vzhledem k z. Postacujici podminka k lokalni
existenci je, ze tato derivace nesmi byt na okoli bodu nulova. Ze spojitosti funkce ® a jejich
derivaci na definicnim oboru pak usoudime, Ze sta¢i provérit nenulovost pravé v nasem bodé
(pokud bude nenulové v (0,1, —1), pak bude jisté nenulova i na malém okolf).
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Funkei z(z,y) opravdu mohu zadefinovat na néjakém okoli bodu (0,1, —1).
Pokud chceme najit stacionarni bod této funkce, musime vypocitat prvni parcialni de-
rivace. Pro to vyuzijeme vzorecky pro derivace implicitni funkce
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Vypoctéme proto potiebné parcialni derivace funkce .

0P _ (2y* — y)2x
o = ? sin(x) — N
0 4dy—1
Oy 12+ 22




Matematicka analyza 11 Domaci kol 10

Tudiz
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Stacionarni bod se vyznacuje nulovymi derivacemi, nam zadani udava nelézt alespon jeden,
to je tieba prave bod (0, }l) Pro jistotu se podivame, zda i v tomto bodé je funkce z(x,y)
dobte definovana.
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Dosad'me do
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0,22 = [ cos(z) — (2y” —y)2=

0z 4’2 (22 + 22)?
Shodou okolnosti nam opét vysla 3, coz je nicméné nenulova hodnota, tedy i na néjakém
okoli tohoto bodu je funkce dobfe definovana a my se muzeme podivat jestli je bod (0, }1)
vzhledem k tomuto okoli extrémem. Spocitejme druhé derivace. Ve vypoctu dostaneme
vskutku slozité vyrazy, méjme ovSem na paméti, ze ve findle budeme dosazovat souradnice
bodu (O - l), leckteré vzorecky tak nemusime dopocitavat az do konce (zv14st dosazeni

1402
z = 0 ndm to zjednodusi).
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Hessova matice mé tedy jednoduchy diagonalni tvar

_T 0
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a je tedy zjevné negativné definitni (vlastni ¢isla jsou piimo na diagondle). Funkce z(z,y)
ma tedy v bodé (0, i) lokalni maximum.
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2.)

Reste rovnici
y? dz + (zy — 1) dy = 0.

Nejprve se presvédcte, ze rovnice neni ve tvaru totdlniho diferencialu. Poté rovnici prenasobte
vhodnym integraénim faktorem p(y).

Resent: Oznaéme M (z,y) = 4> a N(x,y) = xy — 1. Vidime, ze mame rovnici rozdélenou na
tvar

M(z,y) de + N(z,y) dy = 0.

Aby slo o rovnici ve tvaru totalnitho diferencidlu, musi byt vektorové pole (M (z,y), N(z,y))
gradientem néjakého potencidlu U(x,y). Rotace tohoto vektorového pole musi byt proto
identicky rovna 0.

rot (M(z, ), N(z,)) = o (2,) ~ S(2,) =y — 29 = —y # 0

dy
Nemame pole s identicky nulovou derivaci, nemuzeme pokrac¢ovat pifimym postupem. Zadani
nas nabada k nalezeni vhodného integracniho faktoru u(y). Prendsobme tedy rovnici touto
neznamou funkei a testujme podminku znovu.
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(z,y) = 2u(y)y + ' (y)y

Dostavame jednoduchou ODR pro pu(y). Tu fesime pies separaci proménnych.
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Integracni faktor je vzdy urcen az na multiplikativni konstantu, tu si muzeme zvolit podle
nasi pohodlnosti treba C7 = 1.
1

Méme tedy novou rovnici (Oznaéme M(z,y) =y a N(z,y) = x — )

Y

1
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pro kterou jiz plati
- . ON oM
rot (M(z,9), N(z,9)) = 5-(@9) = 5-(w,p) =1-1=0

Potencial tedy existuje a plati pro néj

VU(z,y) = (M(z.y), N(z,9) .
najdeme ho tedy integrovanim funkef M a N podle pifslusnych proménnych.
/M(:U,y) do = /y dz = zy + C(y)
/N(m,y) dy:/x— i dy = zy — In|y| + D(x)
Z toho plyne, ze C(y) = —In|y| a D(z) = 0. Mdme tedy potenciél

Uz, y) = xy — Inlyl.

Tam, kde y # 0 mé rovnice

obecné feSeni

pro néjakou konstantu C' € R.




