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1.)

Vypo£t¥te hodnotu integrálu ∫ 3π

0

1

2 + sin(x)
dx

�e²ení: K nalezení integrálu pouºijeme klasický Newton·v vzorec∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b

F (x)− lim
x→a

F (x),

kde F je n¥jaká primitivní funkce k f . Spo£t¥me tedy nejprve neur£itý integrál, abychom
nalezli F . Tento postup volíme hlavn¥ proto, ºe nás £eká substituce t = tg

(
x
2

)
, pro kterou

neplatí jeden z p°edpoklad· v¥ty o substituci pro ur£itý integrál a to konkrétn¥, ºe tg
(
x
2

)
má derivaci se stejným znaménkem na celém (0, 3π). (Funkce tg

(
x
2

)
zjevn¥ nemá derivaci

v bod¥ π).Po£ítejme tedy:

∫
1

2 + sin(x)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tg

(
x
2

)
x = 2arctg(t)
dx = 2

1+t2
dt

sin(x) = 2t
1+t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

1

2 + 2t
1+t2

2

1 + t2
dt =

∫
1

t2 + t+ 1
dt =

=

∫
1(

t+ 1
2

)2
+ 3

4

dt =
2√
3

∫ 2√
3(

2√
3
t+ 1√

3

)2
+ 1

dt =

∣∣∣∣∣ s = 2√
3
t+ 1√

3

ds = 2√
3
t dt

∣∣∣∣∣ = 2√
3

∫
1

s2 + 1
ds =

=
2√
3
arctg

(
2√
3
tg

(
x

2

)
+

1√
3

)
+ Ck pro x ∈ (2kπ − π, 2kπ + π)

Samoz°ejm¥ je²t¥ nejsme hotovi, tato funkce není spojitá v bodech 2kπ+π pro k ∈ Z, proto
musíme lepit (pro na²e pot°eby sta£í nalepit v bod¥ π). Spo£t¥me tedy jednostranné limity

lim
x→π−

2√
3
arctg

(
2√
3
tg

(
x

2

)
+

1√
3

)
+ C0 =

π√
3
+ C0

lim
x→π+

2√
3
arctg

(
2√
3
tg

(
x

2

)
+

1√
3

)
+ C1 = −

π√
3
+ C1.

Proto C1 = C0 +
2π√
3
. Poloºme bez újmy na obecnosti konstantu C0 = 0 a zapi²me p°edpis

primitivní funkce.

F (x) =

 2√
3
arctg

(
2√
3
tg
(
x
2

)
+ 1√

3

)
+ 2kπ√

3
pro x ∈ (2kπ − π, 2kπ + π)

(2k+1)π√
3

pro x = 2kπ + π
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Nyní m·ºeme bez problému dosazovat do vzore£ku.

lim
x→3π

F (x)− lim
x→0

F (x) =
3π√
3
− π

3
√
3
=

8π

3
√
3

�

2
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2.)

Rozhodn¥te, pro která p ∈ R konverguje integrál∫ ∞

10

arccosp
(
1− 1

ln6(x)+1

)
x

dx.

HINT: Pouºijte limitní srovnávací kritérium a vzpome¬te si na limitu

lim
x→0+

arccos(1− x)√
x

�e²ení: Postupujme podle nápov¥dy. Spo£t¥me limitu

lim
x→∞

arccosp
(
1− 1

ln6(x)+1

)
x

x
√

1
ln6(x)+1

p = lim
y→0+

arccosp(1− y)
√
yp

=
√
2
p
,

kde jsme vyuºili v¥ty o limit¥ sloºené funkce a ov¥°ili jsme si p°edpoklad, ºe vnit°ní funkce
1

ln6(x)+1
jde do nuly monotónn¥ na okolí nekone£na. Jelikoº nám limita vy²la kone£ná a

nenulová, m·ºeme místo integrálu v zadání vy²et°ovat konvergenci integrálu

∫ ∞

10

(
1

ln6(x)+1

) p
2

x
dx.

Jejich konvergence je totiº ekvivalentní. Jd¥me je²t¥ o krok dále a op¥t si pomocí limitního
srovnávacího kritéria p°eve¤me integrand do jednodu²²ího tvaru.

lim
x→∞

(
1

ln6(x)+1

) p
2
x

x
(

1
ln6(x)

) p
2

= lim
x→∞

(
ln6(x)

ln6(x) + 1

) p
2

= 1

Op¥t jsme vyuºili v¥tu o limit¥ sloºené funkce a t°eba p°edpokladu, ºe vn¥j²í funkce x
p
2 je

spojitá v 1. Sta£í proto zkoumat konvergenci integrálu

∫ ∞

10

(
1

ln6(x)

) p
2

x
dx =

∫ ∞

10

1

x
∣∣ln(x)∣∣3p dx =

∫ ∞

10

1

x ln3p(x)
dx︸ ︷︷ ︸

x∈(10,∞):ln(x)>0

Tento integrál jiº jsme schopni dopo£ítat analyticky bez v¥t²ích problém·, pouºijeme první
v¥tu o substituci.

∫ ∞

10

1

x ln3p(x)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = ln(x)
dt = 1

x
dx

10→ ln(10)
∞→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ ∞

ln(10)

1

t3p
dx

Výsledek konverguje pouze pokud platí 3p > 1 a tedy také p·vodní integrál konverguje pro
p > 1

3
.

�
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